MATEMATICAS

PARA PROFESORES DE PREESCOLAR Y PRIMARIA

Este libro, que ponemos a disposicion de los maestros de preescolar y pri-
maria, presenta los temas fundamentales que se consideran para el abor-
daje de las matematicas con sus estudiantes. A través de la reflexion sobre
la disciplina y los hechos histéricos vinculados a su desarrollo, se ofrecen he-
rramientas para el disefo de situaciones didacticas y para el planteamiento
de preguntas y situaciones que constituyan retos alcanzables tanto para
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los maestros como para sus estudiantes.

Los autores de este libro prepararon adicionalmente un conjunto de ma-
teriales digitales interactivos, como una herramienta didactica que propor- PARA PROFESORES DE PREESCOLAR Y PRIMARIA
ciona nuevas formas de aproximarse a los distintos temas con los estudiantes.
El lector podra acceder a dichos recursos en la direccion <http://arquimedes.
matem.unam.mx/primaria/ 2012_FC_AMITE/>. Estos materiales pueden
utilizarse, de acuerdo con la planeacion didactica del docente, para introdu-
cir o explorar conceptos matematicos, ejercitar, modelar situaciones, plan-
tear simulaciones o para la evaluacion de los aprendizajes.

La obra ofrece un espacio para que los docentes profundicen sus conoci-
mientos matematicos y les proporciona elementos para proponer problemas
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I libro que el lector tiene entre sus manos es un esfuerzo mas que la Universidad
Nacional Auténoma de México (UNAM), a través de la Facultad de Ciencias, ha rea-
lizado en apoyo a la Educacion Basica.

Desde 2008, la unam ha disefiado, elaborado e impartido cursos y diplomados en las
areas de Espanol, Inglés, Tecnologias de la Informacién y Comunicacion, Ciencias y Ma-
temdticas para formar a mas de 320 000 profesores de primaria en la Reforma Integral
de la Educacion Basica (RIEB).

Dentro de estas actividades, la Facultad de Ciencias estuvo encargada de realizar ocho
cuadernos de estratégicas diddcticas y diez cursos de actualizacion para matematicas y
ciencias dirigidas a docentes de preescolar, primaria y secundaria. Asimismo, realiz un
diagndstico sobre los planes de estudio de Educacion Bésica para las dreas de Matemd-
ticas y Ciencias, y entreg6 una propuesta de contenidos fundamentales para la Educacion
Basica en dichas areas, misma que sirvié como referente para la revision y actualizacion
de planes y programas de estudio llevada a cabo por la Direcciéon General de Desarrollo
Curricular (pGpc) de la Subsecretaria de Educacion Basica de la Secretaria de Educa-
cién Publica (sep).

Aunado a estos cursos y diplomados, la Direccion General de Evaluacion Educativa
(DGEE) de la unaM elabor6 una investigacion para determinar las necesidades de for-
macion continua en educacion bésica, relacionando los resultados de la prueba Enlace
con los niveles de marginacion de cada uno de los estados y municipios del pais.

De manera muy puntual quisiera resaltar el acento que se ha puesto, en todas estas
acciones, en el fomento y desarrollo del pensamiento critico y reflexivo en los nifos, sien-
do éstos elementos irrenunciables en los que la unam fundamenta sus principios de in-
vestigacion y docencia.

Tenemos la conviccion de que el sistema educativo estd emplazado a realizar una trans-
formacion en los esquemas de ensenanza-aprendizaje, romper formatos preestablecidos
y, en muchos casos, superar la manera en que el mismo docente fue formado. Para lograr-
lo, se requiere transcender la formacion lineal y memoristica, la ensefianza de conocimien-
tos muchas veces descontextualizados y ajenos a la realidad del nifo, asi como fomentar
la actitud participativa, activa, critica y reflexiva que permita a los estudiantes la movi-
lizacion de los aprendizajes, mediante su articulacion, integracion y experimentacion.

Con este libro, que se realiza en colaboracion con la Secretaria de Educacién Publica
del Gobierno del Distrito Federal, dirigido a profesores de preescolar y primaria, la Fa-
cultad de Ciencias reitera su compromiso en el espiritu de coadyuvar a las acciones de
mejora continua en los procesos de ensenanza y aprendizaje en las areas que le competen.

En este libro, como en su homélogo de Ciencias Naturales para profesores de preesco-
lar y primaria, la Facultad de Ciencias ha puesto su experiencia, su conocimiento y su



inteligencia para apoyar a los docentes de Educacion Basica, de manera que tengan he-
rramientas suficientes que les permitan abordar temas de complejidad, al tiempo que
desarrollen una cultura mds amplia sobre las disciplinas de Biologia, Fisica, Quimica, y
Matematicas.

DRrA. RosaurA Ruiz GUTIERREZ
Directora de la Facultad de Ciencias, UNAM



E ste libro tiene como punto de partida el documento Los conocimientos fundamen-
tales de matemdticas en la educacién bdsica elaborado por un grupo de académicos
de la Facultad de Ciencias de la unam,' el cual propone criterios ttiles para el disefio y la
elaboracion de los programas de matemadticas dirigidos al nivel bésico. El material que
ponemos a su disposicion retoma el enfoque de dicho documento para el abordaje de
las matematicas, el cual enfatiza el planteamiento de preguntas y situaciones que cons-
tituyen retos alcanzables y promueve la formulacion de conjeturas, la utilizacién de co-
nocimientos previos, el desarrollo de argumentos para validar resultados y la generacion
de estrategias propias para enfrentarlos. Sin embargo, se deslinda de aquellos textos que
ofrecen estrategias diddcticas concretas; se dirige al docente como aprendiz de las ma-
temdticas, abriéndole un espacio para alimentar su propia curiosidad y para profundi-
zar sus conocimientos matematicos.

A través de la reflexion sobre la disciplina, los hechos histdricos vinculados a su desa-
rrollo y el estudio de temas seleccionados de los programas de matematicas para los ni-
veles educativos de preescolar y primaria (2011), se espera que este material contribuya
con el desarrollo de actitudes distintas frente al conocimiento matemdtico, que brinde
oportunidades para asumir retos basados en el descubrimiento y situaciones diddcticas
que permitan contextualizar los contenidos como herramientas utiles en la vida. Se trata
de que la aproximacion a las matematicas que experimente le permita explorar nuevas
ideas sobre lo que significa aprender y, en tltimo término, ensenar matematicas.

El libro inicia con la seccion de preescolar, la cual proporciona elementos para que el
docente sea capaz de facilitar el desarrollo del pensamiento l6gico matematico de sus
alumnos. Las sugerencias parten del uso de material concreto que seguramente le resul-
tara familiar; sin embargo, se plantean nuevas preguntas para propiciar en el nino, tanto
individualmente como en interaccién con los demds, la elaboracion de significados base
para construir saberes matematicos. La intervencion del profesor a través de situaciones
didécticas que generen un ambiente para plantear preguntas y orientar el avance en el
andlisis e interpretacion logico-matemética de cada situacion resulta crucial para el an-
damiaje matematico de futuros niveles educativos.

La estructura general en el caso de los textos dirigidos al nivel primaria se organiza
de manera similar a los ejes temdticos del programa de estudios: sentido numérico; for-
ma, espacio y medida, y tratamiento de la informacién. Sin embargo, en primer lugar se
aborda el tema de las actitudes hacia el estudio de las matemdticas como eje que permea
transversalmente todos los demds y que permite analizar y comprender la necesidad de

'L. A. Brisefo, G. Carrasco, D. Cetina, L. M. Marvéan, M. Quintero y M. del C. Tovar, Los conocimientos fundamentales de
matemdticas en la educacion bdsica, Facultad de Ciencias, unawm, s/f.



propiciar en los alumnos el interés por esta disciplina y la comprension de su importan-
cia a través del empleo que se le ha dado a lo largo de la historia, asi como favorecer un
acercamiento critico a la misma.

Por esta razon, para los demds ejes se desarrollan temas seleccionados a partir de ele-
mentos histéricos de contextualizacion, considerando problemas o situaciones que die-
ron origen al desarrollo de algunos conceptos matematicos que se ensenan y aprenden
en primaria y que tienen relacion con la actividad humana, las matematicas en la natu-
raleza y/o el desarrollo de las propias matematicas. Las actividades o problemas que se
presentan le permitiran crear o recrear conceptos matematicos con el objetivo de pro-
fundizar en sus conocimientos.

Las distintas secciones incorporan momentos de formalizacion, entendidos como
una sintesis de los temas abordados y un espacio para las definiciones y generalizaciones
cuando ello aplica. Por tltimo, se intercala informacion centrada en la actividad docente,
es decir, referencias a situaciones especificas de la ensefianza y del aprendizaje de conte-
nidos matematicos, tales como sugerencias relevantes o errores comunes de los alumnos
que son de importancia para tomar en cuenta en la interaccion en el aula.

Se ha incorporado al libro un disco con recursos digitales interactivos como una he-
rramienta didactica adicional que proporciona nuevas formas de aproximarse a los dis-
tintos temas. Estan organizados conforme a los ejes tematicos y de acuerdo con algunos
de los temas abordados en los programas de estudio. Si bien no estan asociados con al-
gun grado en particular, permiten, en algunos casos, acercarse a los contenidos en varios
de ellos, de acuerdo con el enfoque que usted quiera darles.

Los recursos abordan temas tan variados como la lectura y escritura de ntimeros de-
cimales y fracciones, las sucesiones, las operaciones aritméticas bésicas; figuras geo-
métricas que permiten la exploracion de sus elementos para el calculo de superficies, asi
como para la medicion y clasificacion de angulos. En relacion con el eje de tratamiento
de la informacion, los recursos ofrecen actividades para el recuento de datos, el clculo de
frecuencias, la exploracion de la nocion de media aritmética, y la construccion de gra-
ficas, entre otros temas.

Todos ellos son producto de una cuidadosa seleccion de aquellos disponibles libre-
mente en la red y de facil navegacion. Ademds, estdn adaptados de tal manera que no
requieren de la instalacion de programas especiales para poder visualizarse y utilizarse.
El ntimero de actividades para realizar es variable asi como la extension de las mismas. Pue-
den utilizarse para que el alumno trabaje de manera individual, en equipos o en grupo,
de acuerdo con su planeacion didactica, para introducir o explorar conceptos matema-
ticos, ejercitar, modelar situaciones, plantear simulaciones o para la evaluacion de los
aprendizajes. En este mismo disco se pone a su disposicion un instrumento disefiado es-
pecificamente para valorar la actitud hacia las matematicas de sus estudiantes, del cual
se hablara ampliamente en la seccion correspondiente.

En suma, esperamos que el material despierte su interés en las matematicas, le invite a
reflexionar sobre como proponer problemas interesantes y debidamente articulados a
sus alumnos para facilitar su construccién de conocimientos matematicos y propiciar
en ellos actitudes positivas hacia la disciplina, pero, més que nada, que contribuya con
sus propias estrategias para enfrentar los retos matematicos junto con sus estudiantes.

Los AUTORES
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DESARROLLO DEL PENSAMIENTO LOGICO-MATEMATICO
EN LA EDUCACION PREESCOLAR

ANTES DE EMPEZAR

| presente texto parte de la base de que nada sustituye la enorme experiencia que

tienen los docentes sobre como desarrollan los nifios de nivel preescolar el pensa-
miento 16gico y el pensamiento matemadtico. Busca, retomando dicha experiencia, pun-
tualizar una serie de conceptos y estrategias que permitiran que la labor de los profeso-
res, en torno a este tema, se enriquezca.

La propuesta estd dirigida a orientar el trabajo cotidiano en el aula, de manera que
el proceso de ensenanza-aprendizaje se convierta en una vivencia significativa y que se
establezcan bases solidas que permitan que el pensamiento logico y matemético se de-
sarrolle a lo largo de toda la vida.

Antes de comenzar, se propone que el docente escriba un texto muy breve en el que
reflexione acerca de los siguientes puntos:

;Como se relacionan los nifios entre ellos?

;Como se relaciona usted con los ninos?

;Como se relacionan los ninos con usted?

sLes gustan las actividades con materiales concretos?

;Les gustan las situaciones en las que se les presentan problemas?
sLes gusta tomar decisiones?

sLes gusta pensar en voz alta?

sLes gusta trabajar con sus companeros para resolver un problema?
;Como ensenan a sus companeros las soluciones que encuentran?
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Seguramente le ha ocurrido en varias ocasiones que se queda sorprendido al notar las
respuestas tan distintas que los nifios dan en una actividad determinada o ante alguna
pregunta.

sPor qué pueden llegar a ser tan distintas estas respuestas?

Para responder esta pregunta es necesario reflexionar sobre la manera en la que los
nifos de nivel preescolar desarrollan las distintas formas de pensamiento. Estos proce-
sos estan determinados por su vida cotidiana, las caracteristicas de su entorno familiar
y social, las condiciones econémicas, educativas y culturales en las que vive, la forma en
la que sus relaciones afectivas se desarrollan, etcétera.

Es por ello que debemos ser muy observadores y poner mucha atencion a las pregun-
tas que los ninos hacen, a sus inquietudes y sus intereses, porque justamente asi se pue-
den ir descubriendo cudles son las caracteristicas de su entorno personal y social.

Es indispensable escuchar a los nifios y las nifias, oir sus comentarios, sus dudas, po-
ner atencioén a cuando y por qué se distraen, como y qué preguntan, en qué momentos
lo hacen, como interacttian con sus companeros y con usted, cémo usan los materiales
y cudles son sus errores mds frecuentes. Todos, todos los detalles son importantes para
entender cudl es el contexto de los ninos y las ninas que estamos formando.

DESARROLLO DEL PENSAMIENTO LOGICO-MATEMATICO

Con la manipulacién de los objetos y por medio de la comunicacion con el profesor y con
sus companeros, los ninos de preescolar establecen, poco a poco, relaciones de cardcter
légico. El desarrollo del juego simbdlico les permite desarrollar habilidades como clasi-
ficar y agrupar con criterios cualitativos; conforme este tipo de juego se vuelve mas ela-
borado y complejo, los ninos se vuelven capaces de establecer relaciones de causalidad,
deducir, sacar conclusiones y generalizar.

Los nifios empiezan a desarrollar esquemas logicos desde muy temprano. Transitan
por distintas etapas de aprendizaje, por medio de las cuales pasan de la manipulacion de
objetos concretos a la representacion simbdlica y a la abstraccion generalizadora. Pen-
semos, por ejemplo, en el nino que juega con un avioncito de madera y que después es
capaz de representar el avioncito con un bloque de madera, para finalmente dar las ca-
racteristicas que son comunes a todos los aviones: que tienen alas, que vuelan, etc. Pasar
de un tipo de juego a otro le permite ir estableciendo relaciones ldgicas que perduraran
toda la vida.



DESARROLLO DEL PENSAMIENTO LOGICO-MATEMATICO

Tener en mente que estas etapas son inherentes a todos los juegos que realiza el nino
permite al docente propiciar que el nifo realice las operaciones logicas de comparar, se-
cuenciar, relacionar y agrupar.

La educacion preescolar debe proponer a los nifios y a sus padres experiencias educa-
tivas que promuevan no solo el aprendizaje de conceptos, sino —y sobre todo— el de-
sarrollo de formas diversas de pensar.

La etapa que va del primero hasta el sexto ano de vida es decisiva en muchos sentidos
para las personas. En ella el nifo inicia los procesos de individualizacion y, al mismo
tiempo, de socializacion. Comienza el desarrollo del pensamiento l6gico-matematico ba-
sado, fundamentalmente, en las relaciones que se establecen con el medio que les rodea.

El desarrollo de esta forma de pensamiento es un proceso continuo que comienza
en esta etapa de la vida y que nunca concluye.

Promover el desarrollo del pensamiento l6gico matematico presupone proponer a
los alumnos actividades que les permitan ir modificando los esquemas de conocimien-
tos que tienen, es decir, permitir y propiciar que construyan aprendizajes significativos.

El desarrollo de esta forma de pensamiento es resultado de procesos complejos en los
que intervienen, de manera decisiva, la estimulacidn fisica, emocional e intelectual que
reciben los nifos. Es un proceso continuo que puede ocurrir de manera diferente en
cada nino.

Actividades dirigidas al desarrollo del pensamiento légico-matematico

Algunas actividades que promueven el desarrollo del pensamiento logico-matemético
son las siguientes:

* Manipular objetos con caracteristicas faciles de describir y de diferenciar: tamano,
forma, color, grosor, etc. Los objetos son el material basico de toda la experiencia y
actividad en la educacion preescolar.

* Agrupar objetos y formar colecciones. Primero, los nifios formaran conjuntos o co-
lecciones muy elementales; quiza sin tener ninguin criterio para agrupar. Poco a poco,
las agrupaciones seran mas complejas y responderdn a criterios que ellos mismos iran
estableciendo; por ejemplo, objetos del mismo color, de la misma forma, que sirvan
para lo mismo, etcétera.

* Explicar por qué se han agrupado los objetos. Verbalizar las diferencias y las semejan-
zas de los objetos que conforman una coleccion.

* Dada una coleccion, determinar si un objeto determinado cumple o no el criterio de
agrupacion, es decir, decidir si el objeto pertenece o no al conjunto.

* Ordenar los objetos de una coleccion de acuerdo con algun criterio establecido por los
ninos. Por ejemplo, de chico a grande; primero los azules, luego los rojos y finalmen-
te los amarillos; primero los transportes de dos ruedas y luego los de cuatro, etcétera.

* Establecer relaciones entre los objetos, entre los acontecimientos, entre sus compane-
ros, etcétera.

* Fomentar la idea de que clasificar, comparar, secuenciar y ordenar se vuelvan activida-
des de la vida cotidiana. Si bien el aula es un lugar idéneo para que ello ocurra, no es
—y no debe ser— el tinico.
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* Promover el uso de juegos de construccion, de rompecabezas, loterias, etcétera.

* Promover la reflexion individual y colectiva en torno a las actividades que se realizan
en el aula, en el patio, en casa, etcétera.

* Plantear problemas y buscar, individual y colectivamente, estrategias para resolverlos.

* Analizar y comparar dichas estrategias.

Estas actividades deben pasar, tal y como se mencioné anteriormente, por las etapas de
manipulacion concreta, simbolizacion y abstraccion o generalizacion.

El conocimiento de la realidad fisica y el conocimiento 16gico-matematico son distin-
tos. Cuando se le dan a un nino dos bloques del mismo tamano, la misma forma, pero
distinto color, el hecho de que el nifio diga de qué color son o qué forma tienen es co-
nocimiento de la realidad fisica; el hecho de que ademas establezca que hay similitudes
y diferencias entre ellos pertenece al ambito del conocimiento l6gico-matematico. Las se-
mejanzas y las diferencias no son propiamente caracteristicas de los bloques, no les son
intrinsecas. Son relaciones que el nino establece entre los dos objetos.

Los ninos van construyendo el conocimiento logico-matemético y, por ende, desarro-
llando el pensamiento logico-matematico, al establecer relaciones entre los objetos. El
conocimiento logico-matemético consiste en la coordinacion de dichas relaciones.

La capacidad de coordinar estas relaciones se va desarrollando de la mano con el len-
guaje hablado. La posibilidad de expresar verbalmente las relaciones que establece entre
los objetos le permite al nino comprenderlas, ampliarlas, modificarlas y desarrollarlas.

Los objetos existen para el nino en la medida en que interactda con ellos. Identificar-
los, diferenciarlos, observarlos y describirlos le permite tomar conciencia de ellos. Asi,
llega a una etapa en la que, aun cuando el objeto no estd, como el nino se ha formado
una representacion, realiza en la mente todas las experiencias que antes tenia s6lo con la
manipulacion directa. Este hecho, que es la base del pensamiento simbdlico, determina
la posibilidad de desarrollar el pensamiento l6gico-matematico.

El desarrollo del pensamiento l6gico-matematico en un nifio depende de muchos fac-
tores: el entorno, la vida familiar, las emociones, los afectos que recibe o no recibe, sus
deseos, sus expectativas, las experiencias previas, el ambiente social y familiar que lo ro-
dea. La forma en la que un nifio resuelve un problema depende de los procesos l6gico-
matematicos, pero también, por supuesto, de todos los demas factores.

El hecho de que los nifios respondan de cierta manera a las situaciones de acuerdo
con sus historias personales influye en la movilizacién o inhibicién del pensamiento y de
la voluntad. De ahi que un docente nunca puede ignorar estos factores decisivos en el
desarrollo de un nifo.

El pensamiento-logico matematico que empieza a desarrollarse en este nivel es la base
del tipo de pensamiento que se tendrd a lo largo de la vida. ;Por qué es importante bus-
car que los nifios desarrollen un pensamiento logico-matematico?

El objetivo mas importante es formar nifios curiosos, inquisitivos, inteligentes, inte-
resados en entender el mundo que les rodea, con iniciativa, sin miedo a cometer errores.

Lo mas importante de promover el desarrollo del pensamiento
logico-matematico es formar nifios que sepan pensar.



DESARROLLO DEL PENSAMIENTO LOGICO-MATEMATICO

Propuestas de materiales y recursos metodolégicos
Bloques légicos

Son un material excelente para proponer problemas que permitan a los nifios establecer
relaciones logicas. Pueden comprarse o hacerse en la escuela utilizando carton grueso o
material fomi.

Deben hacerse 48 bloques que cumplan con lo siguiente:
Tener tres caracteristicas: forma, color y tamano
Forma: cuadrado, circulo, tridangulo y rectangulo
Color: rojo, azul y amarillo
Tamano: grande y pequeno

De esta manera se tendran: 12 cuadrados, 12 circulos, 12 tridngulos y 12 rectangulos.

Para cada una de las formas habra:
4 figuras rojas, 4 figuras azules y 4 figuras amarillas.

De cada uno de estos grupos de cuatro figuras, la mitad serd grande y la mitad serd pe-
quena. Asi cada bloque tendr4 las tres caracteristicas mencionadas.

Actividades que pueden hacerse con los bloques légicos:

* Distinguir las caracteristicas en las que son semejantes y en las que son diferentes.

* Verbalizar dichas caracteristicas.

* Agrupar los bloques de acuerdo con sus caracteristicas. Por ejemplo, el grupo de los blo-
ques azules, el de los bloques delgados, el de bloques cuadrados, etcétera.

e Clasificaciones (por forma, tamafio, color...).

e Ordenar (por tamanos).

* Comparar (muchos, pocos).

* Nociones de mas y menos.

* Situaciones en el espacio.

* Vocabulario de los bloques.

* Nocion de cantidad.

Son muchisimas las situaciones educativas que pueden proponerse con estos materiales.

Materiales de manipulacién y observacion

Juegos de arena y agua: estos materiales permiten comparar, medir, observar, deducir,
conjeturar. Por ejemplo, basta una cubeta de agua y diversos objetos para hacerse pre-
guntas como:

;Este objeto flota?

;Este objeto se hunde?
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;Cudl de los dos objetos se hundird mas rapido?
sPor qué?

Blogues de construcciones: con estos bloques se proponen situaciones de distintos gra-
dos de complejidad, desde hacer pilas de bloques hasta construcciones complicadas.

Es importante senalar que las piezas deben ser grandes para los ninos pequenos y que
conforme los ninos son mayores usen piezas o bloques més pequenos.

Nociones que pueden desarrollarse con estos materiales:

* Peso, equilibrio y medida.

* Formas en el espacio.

* Nociones sobre relaciones espaciales tales como: largo, corto, encima, debajo.
* Clasificaciones por forma y tamano.

* Desarrollo de la memoria visual.

* Desarrollo de la creatividad.



ACTITUDES HACIA EL ESTUDIO DE LAS MATEMATICAS

ACTITUDES HACIA EL ESTUDIO DE LAS MATEMATICAS

INTRODUCCION

La mayoria de la gente coincide en el papel fundamental que las mateméticas han teni-
do histéricamente en el desarrollo de nuestra sociedad. En particular han sido la base
del desarrollo cientifico y tecnolégico e intervienen en casi todas las disciplinas. Esto las
ha posicionado como un conocimiento fundamental que debe ser aprendido por todas
las personas. Es por ello que los sistemas educativos incluyen a las matematicas como
una parte fundamental del curriculo.

Con el afan de mejorar la calidad de los logros obtenidos en el drea de matematicas
se han hecho modificaciones curriculares y sugerencias pedagdgicas. También se ha
centrado la atencién hacia estudios sobre los afectos que despiertan las matematicas. En
particular, se propone tomar en cuenta las actitudes hacia las matematicas como un
factor que puede influir en la disposicion del aprendizaje de esta asignatura. Esto ha lle-
vado a incorporar las actitudes hacia el estudio de las matematicas en los tltimos pro-
gramas de estudio.

A pesar de que el estudio de los sentimientos de rechazo hacia las matemdticas, asi co-
mo los de buena disposicion hacia su estudio es relativamente reciente, se reconoce su
importancia. La misma Secretaria de Educacion Publica ha considerado fundamental
que el profesorado se preocupe por el desarrollo de actitudes positivas hacia las matemé-
ticas (disposicion para aprender, gusto, interés) y por las actitudes (perseverancia, méto-
do, argumentacién) de sus propios estudiantes hacia las mateméticas.

El desarrollo de las actitudes en torno al estudio de las matematicas no debe verse co-
mo algo aislado que tiene que trabajarse por separado, sino su incorporacion debe ser
de forma transversal y de tal manera que ayude a tener una buena disposicion hacia el
estudio de esta disciplina para lograr construir, analizar y comprender el sentido mismo
de las matematicas, su funcion y uso.

El estudio de las actitudes en el aprendizaje de las mateméticas ya tiene una larga his-
toria. Desde los anos setenta del siglo xx ha sido un tema de interés para los investiga-
dores en educacién matematica. Estos estudios han puesto en evidencia que muchos
alumnos manifiestan que las matematicas son dificiles y que la clase de matematicas no
les gusta. Estas afirmaciones forman parte de su actitud hacia las matemdticas e inciden
en la manera en la que enfrentan esta disciplina.

Tomar en cuenta las actitudes de los alumnos desde los primeros acercamientos a
las matematicas tiene que ser uno de los objetivos fundamentales del profesor. No es su-
ficiente procurar que aprendan los contenidos mateméticos, es importante que la expe-
riencia que viven en la escuela promueva el desarrollo de actitudes que los lleven hacia
una buena disposicion para acercarse a esta disciplina. Si bien, no se ha encontrado una
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evidencia contundente de la relacion directa entre actitudes y aprendizaje, es importante
que el profesor tome en cuenta las actitudes que tienen sus alumnos hacia las matema-
ticas para llevar a cabo medidas que los ayuden a acercarse al estudio de esta disciplina
con interés, con confianza y sin miedo.

Para alcanzar este proposito, en este capitulo se ofrece un primer acercamiento a la no-
cion de actitud, presentando los aspectos que la componen y los factores que inciden en
su formacion. En un segundo apartado se muestran algunos hallazgos recientes sobre
las actitudes hacia las mateméticas que tienen los alumnos mexicanos de educacion bési-
ca. Por ultimo se senalan algunas ideas sobre como el maestro puede averiguar cudles son
las actitudes de sus estudiantes hacia las matematicas. La intencién es que el profesor
disponga de algunos elementos basicos que le permitan considerar este aspecto impor-
tante que influye en el proceso de ensefianza y aprendizaje de las matemdticas.

Este material se hizo con la intencion de que el lector no asuma un papel pasivo sino
que interacttie constantemente con lo que lee, por ello se hacen preguntas de reflexion
alo largo de todo el capitulo. Es recomendable tener a la mano un cuaderno en donde
se anoten las respuestas a las preguntas antes de continuar leyendo, de esta manera lo que
lea serd significativo y contard, ademds, con un registro de sus opiniones y creencias; re-
gistro que podra consultar cada vez que sea necesario.

LAS ACTITUDES EN LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS

Resulta muy interesante que a principios del siglo pasado, en un texto de aritmética es-
crito en 1904 para las primarias de nuestro pais, el autor inicie su prélogo de la siguien-
te manera:

“Laletra con sangre entra” era el lema de los que nos precedieron en la ardua tarea de edu-
car e instruir a los nifios: lema que expresa un concepto absolutamente erréneo, porque
el nino toma aversion a lo que lo hace sufrir, y no se interesa vivamente ni estudia con
gusto sino lo que le agrada.

En el fragmento anterior se nota la presencia de una parte afectiva al mencionar el gusto
y agrado en contraposicion con el sufrimiento que puede ocasionar algo que se estudia.
Este autor intuia que los afectos juegan un papel importante en el aprendizaje.
Autores actuales también reconocen la importancia de los aspectos afectivos al enfren-
tarse a la resolucion de problemas. George Polya, considerado uno de los pioneros en el
enfoque de la resolucion de problemas para la ensefianza de las matemadticas, menciona:

Seria un error creer que la resolucién de problemas es un asunto “puramente intelectual”;

la determinacion, las emociones, juegan un papel importante.

Mientras que Alan Shoenfeld, un investigador muy reconocido, al enlistar los aspectos
que influyen en la resolucion de problemas, también pone énfasis en los afectos:

* Conocimiento base
* Estrategias de resolucion de problemas
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® Gestion y control
* Creencias y afectos
® Pricticas (coincide parcialmente con cuestiones socioculturales)

Ambos autores concuerdan en que hay aspectos no intelectuales que influyen en la ma-
nera en que los estudiantes se enfrentan a la resolucion de problemas matematicos y, en
consecuencia, a la manera en que aprenden y aplican las matematicas. Polya menciona las
emociones, y Shoenfeld, las creencias y los afectos. Por ello no sélo es interesante, sino
muy util explorar las emociones, creencias, afectos y, en general, las actitudes hacia las ma-
tematicas, con el propdsito de conocer a los estudiantes desde esta perspectiva y tener mas
herramientas y elementos para tomar decisiones al trabajar esta disciplina en el salon.

A continuacion se muestran tres situaciones en las que se considera que la presencia
de las actitudes hacia las matematicas es notoria.

Los nUmeros me “apanican”

En un taller para maestros se entregd una hoja con el siguiente diagrama para hacer una
actividad relacionada con los nimeros decimales.
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Inmediatamente alguien comento: “jAy Dios mio!, ;qué es esto? Es que cuando veo tan-
tos ntimeros, y luego decimales, me ‘apanico’”

Sin duda, la respuesta del maestro muestra que tiene miedo o que se siente inhibido
ante ese contenido matematico y seguramente esto afectard la forma en que enfrente el
problema al tratar de resolverlo.

;Cual cree que es la actitud hacia las matematicas del profesor al que se le present6 el dia-

grama con nimeros decimales? ;Por qué cree que ha desarrollado ese panico a los nimeros?
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Angustia y miedo ante los examenes de matemadticas

Juan es un alumno de primaria que piensa que matematicas es la materia mas dificil de
la escuela, pero que es muy importante sacar buenas calificaciones y debe estudiarlas
mucho para lograrlo. También cree que él no es bueno en matemadticas porque siempre
le cuesta mucho trabajo entender los problemas y se tarda en resolverlos. El dia de hoy
el profesor les ha hecho un examen y él se puso muy nervioso porque sentia que no ha-
bia estudiado lo suficiente. Durante el examen sentia angustia y miedo porque no com-
prendia los problemas, al grado que sélo respondi6 cinco de diez preguntas.

;Cual cree que es la actitud de Juan hacia las matematicas? ;Por qué cree que ha desarrolla-
do esa actitud?

Este pequeno relato sobre Juan nos dice qué piensa sobre las matematicas y qué piensa
sobre si mismo y como esto lo afecta, tanto en sus emociones, como en su desempefio
cuando va a presentar un examen.

Tere si puede escribir

Un maestro de primer grado pregunta a los ninos de su clase:' “Si Tere tiene 5 ldpices y
le quitan 5, ;podra escribir?” Un alumno responde: “Depende, si tiene una pluma, si.”
.
El maestro no sélo no admite la respuesta como correcta, sino que reprende al nifio
porque no pone atencion y no toma en serio la clase. Aios més tarde, cuando el nifo estd
en quinto grado, recuerda esta anécdota platicando con un amigo y le comenta: “jQué

respuesta més tonta di! jClaro que Tere no podia escribir!”

k‘ :Coémo cree que se sinti6 el nifo cuando fue reprendido por su respuesta?

El alumno en primer grado respondi6 en cierta forma al problema de los lapices y en quinto
grado cambi6 de opinidn con respecto a la solucién que él habia dado. Este cambio denota
que ahora el nifio:

Es mas obediente

Es menos creativo

Es menos espontaneo

Aprendi6 a responder lo que el maestro espera

Cree que al resolver un problema matematico siempre hay que dar una respuesta numérica

;Cree que este cambio en el nifo es favorable para el aprendizaje de las matematicas?

! Adaptado de Vila y Callejo, 2004.
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Las experiencias escolares influyen en la manera en que los estudiantes se relacionan
afectivamente con las matemdticas y muchas de esas experiencias estdn fuertemente
vinculadas con lo que para los docentes significa aprender y ensenar matemadticas.

Juan y el profesor sienten miedo e inseguridad ante los problemas matematicos que
tienen que resolver y, en este caso, lo importante es tratar de determinar qué es lo que
los ha llevado a tener estas actitudes hacia las mateméticas. Por esta razon, es muy im-
portante reflexionar acerca de cudl es la vision que tenemos de las matematicas. El si-
guiente texto de Alan J. Bishop presenta una vision de las matematicas:

Las matemdticas se encuentran en una posicion nada envidiable: es una de las materias
escolares mas importantes que los ninos de hoy deben estudiar y al mismo tiempo es una
de las peor comprendidas. Su reputacion intimida. Todo el mundo sabe que es impor-
tante y que su estudio es necesario. Pero pocas personas se sienten cémodas con ellas
[...].

Sin duda, los educadores, los padres y la sociedad en general consideran que las ma-
temadticas son una de las materias mds importantes del curriculo escolar, estando s6lo
por detras del idioma nacional. Hoy en dia, si alguien quiere tener éxito, debe estudiar
matemdticas; ésta es la “creencia popular” de muchos padres en muchos paises del mun-
do. En consecuencia, millones de nifos de todo el mundo forcejean con las compleji-
dades de calculos, ecuaciones, tridngulos y fracciones, mientras millones de ensenantes
forcejean con las complejidades de inculcar la comprension matemadtica en los jovenes que
tienen a su cargo [...].

Sin duda, algunos ninos tienen éxito; es decir, aprenden a emplear las técnicas mate-
maticas, obtienen las respuestas correctas, utilizan los métodos correctos y aprueban los
examenes [...].

Sin embargo, la situacion es bastante diferente para la mayorfa de los jévenes que no
tienen éxito. Siguen creyendo que las matematicas son importantes, pero también que
son dificiles —imposibles para muchos— ,misteriosas, sin sentido y aburridas. No “tra-
tan” de nada y provocan sentimientos de temor, de falta de confianza y, sin duda, de odio.
Para algunos, llegan a provocar sentimientos de presion y de estar bajo el dominio de al-
guien, no se sabe de quién.

;Qué ideas comparte y destacaria del texto de Bishop con respecto a la forma en cémo se
ven y viven las matematicas?

Lo que senala el texto es, sin duda, algo que se ha visto o escuchado de alguna persona,
o tal vez hasta experimentado en nosotros mismos. A pesar de que las matematicas sean
consideradas dificiles, aburridas y temidas por los estudiantes y la poblacién en su ma-
yoria, son también un conocimiento fundamental en la formacion de las personas. De
ahi que sean omnipresentes en todos los curriculos de la educacion bésica, media supe-
rior y en un gran nimero de carreras universitarias. Es tanta la importancia social que
tienen las matemdticas que se piensa que todos deben aprenderlas, a pesar del rechazo
que generan en la mayoria.
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Tomar conciencia de la vision que se tiene de las matematicas y de lo que se piensa
acerca de esta disciplina resulta relevante porque, como maestros, influimos en las pri-
meras experiencias que los alumnos de primaria tienen con esta disciplina. Es en este
nivel de ensefianza cuando los estudiantes empiezan a acercarse a esta materia escolar
e irdn desarrollando sus actitudes hacia ella.

Si tuviera que explicarle a alguien qué son las matematicas, ;qué le diria?

En un taller dirigido a maestros de educacion basica se les planted la situacion anterior.
Algunas de las respuestas que dieron son las siguientes:

* Es una disciplina que sigue pasos, un orden riguroso.

* Es una ciencia que se encarga del estudio de los nimeros y todas sus relaciones y apli-
caciones.

* Es una ciencia que se cre6 para facilitar la resolucion de los problemas que se presen-
tan en la vida diaria.

* Son las operaciones basicas que nos acompanan en toda nuestra vida, porque en
nuestra vida en todo momento aplicamos matematicas. Desde que nacemos somos
un ndmero.

* Es una ciencia que se encuentra en cada una de las cosas que hacemos, vemos y come-
mos. Son la base de la educacion y para toda la vida la vamos a necesitar.

Seguramente comparte algunas de las ideas que estan expresadas en estas respuestas, pero
no todas son iguales aunque tengan puntos en comuin, como que es una ciencia o que
son importantes para nuestra vida. Es 16gico pensar que en la manera en la que nos ex-
plicamos qué son las matemiticas, reflejamos lo que pensamos acerca de esta ciencia.
Asilo que creemos estd determinado por la forma en que las hemos vivido y construido
como estudiantes, como profesores, como padres de familia, o simplemente como una
persona que vive en una sociedad en un determinado momento histérico y en una de-
terminada cultura.

Ademas, la manera en la que los maestros concebimos las matematicas influye en la
manera en que las enseiamos. Considere, por ejemplo, al maestro que piensa que:

Son las operaciones basicas que nos acompanan en toda nuestra vida, porque en nuestra

vida en todo momento aplicamos matematicas. Desde que nacemos somos un ndmero.

Si este maestro concibe que las matematicas son las operaciones basicas es muy proba-
ble que en sus clases dé prioridad a algoritmos y mecanizaciones. Esta forma de acercar
o de ensenar las matematicas puede hacer que los alumnos vayan perdiendo el interés
por el estudio de esta asignatura y, eventualmente, genera rechazo hacia ella.

Una vez consideradas las situaciones anteriores, es conveniente empezar a explorar
un poco mas a fondo qué son las actitudes y cudles son sus componentes.
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¢Qué se entiende por actitud?

Antes de iniciar lo invitamos a responder la siguiente pregunta:

;Qué entiende por actitud?

Cuando a un grupo de maestros de matemadticas se les pregunté qué eran para ellos las
actitudes, dieron respuestas como las siguientes:

* Son las formas en que me comporto de acuerdo con el estado de animo.

* Son manifestaciones de querer o no trabajar.

* La forma o estilo de las personas para enfrentar situaciones, problemas o vivencias, y
se pueden clasificar en positivas y negativas.

¢ Es la disponibilidad de una persona al realizar una actividad.

* Postura, conducta, que asumimos frente a algo o alguien.

* Es la accion que se tiene ante una situacion y puede ser negativa o positiva.

* Son estilos de pensamiento y comportamiento coherentes hacia determinado tipo de
situaciones.

e Es una conducta con un matiz emocional que predispone una conducta ante una si-
tuacion.

Los maestros dieron una gran variedad de definiciones y no todas incluyen las mismas
ideas. Se dice que las actitudes son: pensamiento, conducta, postura, accion, una forma de
enfrentar, una forma de actuar, un comportamiento. ;Todos estos términos son sindni-
mos? También se habla de que en las actitudes hay un matiz emocional, que dependen
del estado de dnimo y que pueden ser negativas o positivas. La definicion de actitud que
usted dio, jse parece a alguna de las dadas por estos profesores?

En realidad, el concepto de actitud es objeto de discusion porque no se ha llegado a un
acuerdo en su definicion. Desde que Herbert Spencer en 1862 utilizara por primera vez el
término actitud, han sido numerosas las definiciones propuestas por los estudiosos en
esta materia:

Es la intensidad de afecto a favor o en contra de un objeto psicolégico.

Es una coleccion de cogniciones, opiniones y hechos (conocimientos), incluyendo las eva-
luaciones (sentimientos) positivas y negativas; todo relaciondndose y describiendo a un
tema u objeto central.

Es una disposicion psicoldgica personal que implica la valoracion, positiva o negativa, de
un objeto, mediante respuestas explicitas o implicitas, que contienen a la vez elementos
cognitivos, afectivos y de conducta.

Para tratar de explicar lo que son las actitudes han surgido diferentes modelos sin que
hasta el momento se tenga un consenso. En particular, hay un modelo que incluye tres
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componentes y que permite comprender algunas de las actitudes hacia las matematicas.
Para ilustrar cudles son esos tres componentes de las actitudes, analicemos nuevamente
el caso de Juan:

Juan es un alumno de 5° grado de primaria que piensa que mateméticas es la materia mas
dificil de la escuela, pero que es muy importante sacar buenas calificaciones y debe estu-
diarlas mucho para lograrlo. También cree que él no es bueno en matematicas porque
siempre le cuesta mucho trabajo entender los problemas y se tarda en resolverlos. El dia
de hoy el profesor les ha hecho un examen y se puso muy nervioso, sentia que no habia
estudiado lo suficiente. Durante el examen sentia angustia y miedo porque no entendia
los problemas, al grado que s6lo pudo responder cinco de diez preguntas.

El texto describe a Juan por lo que piensa (creencias), lo que siente (emociones) y lo que
hace (conducta).

Juan cree que:

Matematicas es la materia mas dificil.

Creencias | Es muy importante sacar buenas calificaciones y que para eso debe estudiarlas
mucho.

El no es bueno en matematicas porque le cuesta trabajo entenderlas.

Juan:
Emociones | Se siente nervioso.
Siente angustia y miedo.

Juan:
Conductas | Se tarda en resolver los problemas.
Al momento de contestar el examen solo resolvié cinco preguntas.

;Como ha llegado Juan a tener esas creencias sobre las matematicas y sobre él mismo?
;Por qué siente nervios y angustia al resolver los problemas? Los estudiantes, como per-
sonas que viven dentro de una sociedad y cultura determinadas y que han tenido expe-
riencias tanto escolares como extraescolares con las matematicas, van desarrollado una
serie de emociones, creencias y conductas que influiran en la manera en que conviven
con las matematicas al estudiarlas y aprenderlas.

Emociones, creencias y conductas son componentes de las actitudes.

Emociones Conductas

Actitudes

Diagrama 2 | Creencias
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Seguin este modelo, la actitud que cada persona tiene hacia las matematicas estd da-
da por sus creencias acerca de esta disciplina, lo que siente y lo que hace cuando estd
ante ella. Estos son los tres componentes de las actitudes: cognitivo, afectivo y conduc-
tual. El siguiente esquema explica mds claramente los componentes de la actitud:?

‘ Componentes ‘

Cognitivo Afectivo Conductual

Intencion/

Conocer/saber Emocion/sentir
conducta

Creencias

Concepciones . Tendencias
Emociones .
Ideas o Comportamientos
) Sentimientos
Percepciones observables

Opiniones

Se concretan en las ideas del aprecio hacia y la preferencia por

las Matematicas, su ensefianza y su aprendizaje

Diagrama 3 |

A partir de este esquema, el componente cognitivo de las actitudes estd dado por lo que
conocemos y sabemos, y esto se traduce en las ideas, creencias, percepciones, etc., que te-
nemos sobre las matematicas. El componente afectivo se manifiesta por medio de las
emociones y sentimientos que experimentamos al estar en contacto con ellas, ya sea cuan-
do estamos en la clase de matematicas, cuando resolvemos un problema, cuando vemos
al maestro, cuando en casa nos preguntan por nuestras calificaciones, etc. Finalmente,
el componente conductual se refiere a las intenciones que posteriormente se traducen
en acciones cuando hay que actuar en una tarea que involucre a las matemadticas, sea en la
escuela o en la vida misma.

* Adaptado de Martinez, 2008.
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Factores que influyen en la formacion de las actitudes

Cada persona estd expuesta o vive sus experiencias con las mateméticas dentro de un
mundo de informacién y vivencias que le permiten construir una manera de ver las ma-
tematicas. Esta construccion no es individual, sino social, es decir, no depende de la
persona aislada, depende del mundo en el que vive. Este mundo resulta ser una comple-
ja red de influencias que va modelando sus actitudes en torno a las matematicas y al
quehacer matematico, conformando asi su vision hacia esta ciencia, hacia su aprendi-
zaje y hacia si mismo como aprendiz y usuario de ella.

;Cuales cree que son los aspectos de la vida de una persona que mas influyen en la cons-

truccion de su vision hacia las matematicas?

Seguramente entre los que escribid estdn la escuela y la familia, pero también hay otros
aspectos que influyen en la manera en que se perciben, se ensenan y se aprenden las ma-
tematicas, por ejemplo:

¢ ;Coémo y donde surge el conocimiento matematico?

* ;Quién controla la ensefianza?

* ;Qué o quién determina lo que se ensefia y cdomo se ensenan las matematicas escolares?
¢ ;Como se forman los profesores que enseiian matematicas?

e ;En donde se utilizan las matematicas?

Todos los ambitos o contextos que de alguna manera influyen en la informacion que llega
a los estudiantes sobre las matematicas y en la manera en que las viven y se relacionan con
ellas forman lo que algunos investigadores han llamado el mundo sociomatemdtico de los
estudiantes. El diagrama 4 representa ese mundo sociomatemdtico del alumno.

Observamos que la escuela y la familia son los contextos més cercanos al alumno. Es
légico pensar que son también los que mayor influencia ejercen en los alumnos en su
manera de ver las matematicas y, en consecuencia, también en sus actitudes.

¢Esta usted de acuerdo con que la escuela influye en las actitudes que los alumnos tienen

hacia las matematicas? ;De qué manera cree que se da esta influencia?

Es en la escuela donde el alumno vive la mayor parte de sus experiencias con las matema-
ticas. Podemos considerar el salon de clases como el sitio cultural en el cual el estudiante
es socializado o enculturizado en un modo particular de pensar y de hacer matematicas
y donde se desarrollaran sus actitudes hacia las matemdticas como consecuencia de
aspectos como los siguientes:

a) Las creencias que tenga sobre:
+ Las matematicas como ciencia
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* Las matemadticas como disciplina escolar

* Uno mismo y su relacion con las matematicas: como aprendiz (autoconfianza) y en
el desempenio en tareas mateméticas (autoeficacia)

* El contexto en el cual la educacion matematica acontece: el salon de clases, el profe-
sor, los companeros, etcétera.

b) Las emociones que experimente en su hacer matematico:

* Libertad, alegria, felicidad, interés, curiosidad, buen animo, diversion, gusto, tran-
quilidad, confianza, tristeza, miedo, nerviosismo, coraje, disgusto, desconcierto,
aburrimiento, desinimo, frustracion, confusion, desesperacion, indiferencia, intran-
quilidad, bloqueo.

c) Las acciones que ejecute ante la presencia de las mateméticas:

* Rapidez, tardanza, pasividad, actividad, interés, desinterés, agilidad, atencion, es-

fuerzo, al resolver una tarea.

Es importante mencionar que hasta este momento hemos hablado de actitudes hacia
las matemdticas como aquellas que tienen que ver con la valoracion que se hace de esta
ciencia y el aprecio e interés por esta disciplina y su aprendizaje, como consecuencia de
las experiencias vividas, principalmente en el contexto escolar. En cambio, cuando ha-
blamos de actitudes matemdticas, éstas se relacionan con las habilidades de pensamien-
to que se espera desarrollen los estudiantes con el estudio de las matematicas, como la
flexibilidad de pensamiento, la apertura mental, el espiritu critico, la objetividad, etc.,
que son importantes para el trabajo en matematicas. Creemos que para que estas acti-
tudes matematicas se den es necesario que la actitud hacia las matematicas las propicie.

;Como lograr que las actitudes hacia las mateméticas promuevan las actitudes ma-
tematicas deseadas? Habria que establecer primero qué actitudes hacia las matematicas
queremos. Lo mas comun seria decir: querermos que los alumnos tengan una buena acti-
tud; pero, ;cudl es una buena actitud hacia las matematicas?



28

¢Cual considera usted que deberia ser la actitud de los alumnos hacia las matematicas y su
aprendizaje?

Probablemente dentro de las ideas que haya escrito estén: que crean que las matemati-
cas son importantes y que les van a servir para la vida, que las vean como algo que es
facil aprender si las estudian, que tengan el gusto por aprenderlas, que en la clase estén
interesados y trabajen las actividades que se les ponen y las resuelvan correctamente.
Sin duda, esto es lo que la mayoria de los maestros desearian de sus alumnos.

h" 1. ;Conoce usted lo que piensan sus alumnos de las matematicas y de la clase de matema-
ticas?
2. Si clasificara a sus alumnos en dos grupos —a los que les gustan las matematicas y a los que
no les gustan—, ;qué grupo cree que serfa mayor?
3. Ysilos clasificara en los que les gusta la clase de matematicas y en los que no les gusta, ;cree

que los dos grupos tendrian el mismo nimero de alumnos? ;Por qué?

En el siguiente apartado conoceremos algunas actitudes hacia las matematicas que se
reportan en diversas investigaciones hechas en México.

ALGUNOS HALLAZGOS SOBRE LAS ACTITUDES DE ESTUDIANTES MEXICANOS
HACIA LAS MATEMATICAS

Los alumnos, a lo largo de su paso por la educacion primaria, van construyendo ciertas
actitudes hacia las matematicas. Se ha preguntado alguna vez, ;cudles son las actitudes
que sus alumnos tienen con respecto a esta asignatura y su ensefianza?, ;les gusta o no
les gusta?, ;les parece facil o dificil?, ;aburrida o entretenida?, ;creen que es una ciencia
exacta en la que todo estd dicho?

;Considera que saber las respuestas a las preguntas anteriores es importante para tomar
decisiones sobre como trabajar en la clase de matematicas? ;Por qué?

Preparar y trabajar las clases solo considerando los aspectos disciplinares y no reconocien-
do alos alumnos como personas con creencias, emociones y tendencias de conducta que
influyen en su aprendizaje es considerar que nuestros estudiantes no son personas sino
maquinas a las que hay que programar para que aprendan los contenidos que indica el
programa.

En este apartado presentamos los resultados de algunas investigaciones sobre las ac-
titudes hacia las matematicas de ninos y adolescentes mexicanos. La mayoria de las in-
vestigaciones realizadas en México relacionadas con esta temdtica corresponden al nivel
secundaria. Las actitudes hacia las matemdticas de los alumnos de primaria casi no han
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sido estudiadas en nuestro pais; no obstante, se han explorado algunas creencias y dado
que éstas forman parte de las actitudes expondremos también algunos de los resultados
obtenidos en este nivel escolar.

Hemos elegido dos investigaciones que consideramos representativas.

1. Una investigacion hecha en Aguascalientes con alumnos de segundo, cuarto y sexto gra-
do de escuelas primarias urbanas y rurales. La investigacion incluy6 diferentes aspec-
tos, entre ellos la vision que sobre las matematicas tienen los estudiantes. Se reali-
zaron entrevistas individuales a 58 alumnos. Aunque entre los propésitos de este
estudio no estaba el trabajar con actitudes, mucho de lo que se encontr6 se refiere a
éstas.’

2. Un estudio llevado a cabo con 192 estudiantes de 16 secundarias en el Distrito Federal.
Esta investigacion tuvo como propdsito conocer las diferencias de género en varios as-
pectos relacionados con la enseiianza de las matematicas, entre ellos las actitudes de los
estudiantes de tercer grado hacia esta asignatura. Considerando los propdsitos de es-
te apartado se mostraran los resultados generales sin separarlos por género. Para in-
vestigar las actitudes de estos estudiantes se aplico la escala AMMEC.? En este estudio
también se hicieron entrevistas por equipos.’

Presentaremos lo que estas investigaciones reportan acerca de cuatro aspectos:

1. El gusto por las matematicas.

2. Concepciones de la matematica, su utilidad e importancia.

3. Concepciones sobre el papel del maestro.

4. La autoconfianza de los alumnos para trabajar en matematicas.

Esperamos que conocer algunas de las actitudes que los nifios y los adolescentes tienen
acerca de las matemdticas le ayude a considerar elementos y herramientas para obser-
varlos de una manera mas completa e integral.

El gusto por las matematicas

Antes de presentar lo que algunos ninos y adolescentes mexicanos opinan sobre su gus-
to por las matematicas consideramos necesario hacer una aclaracion. Es muy comun
pensar que tener gusto por la matemética es tener una actitud positiva hacia la misma.
Nosotros creemos que no necesariamente esta materia le debe gustar a todos los alum-
nos, consideramos que lo conveniente es que los estudiantes den argumentos informa-
dos de por qué les gustan o no les gustan las matematicas, pensando que para opinar se
requiere, sin lugar a dudas, conocer sobre lo que se esta hablando, es decir, estar infor-
mado.

3 Investigacion coordinada por la doctora Alicia Avila. Todos los testimonios presentados de los alumnos de primaria
son copias textuales de esta investigacion y se muestran entre comillas.

* Escala de Actitudes hacia las Matematicas y las Matematicas Ensefiadas con Computadora.

> Investigacion coordinada por la doctora Sonia Ursini. Todos los testimonios presentados de los alumnos de secundaria
son copias textuales de esta investigacion y se muestran entre comillas.



kﬁ" 1. Considere el grupo con el que esta trabajando. ;A cuantos alumnos cree usted que les

gustan las matematicas?

2. Enumere tres posibles razones por las que usted piensa que a algunos de sus alumnos no les
gustan las matematicas.

3. Enumere tres posibles razones por las que usted cree que a algunos de sus alumnos s les

gustan las matematicas.

Cuando a grupos de segundo, cuarto y sexto de primaria se les preguntd sobre su gusto
por las matemdticas, se obtuvieron los siguientes resultados:®

Grafica 1 | INCLINACION POR LAS MATEMATICAS
Alumnos de primaria
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Respuestas de los alumnos

La grafica muestra que, conforme se avanza en la escolaridad, las matematicas dejan de
ser la materia que mas les gusta a los alumnos. En esta investigacion se reporta que la
principal razon que los alumnos externan para justificar por qué no les gustan es la di-
ficultad que tienen para comprenderlas:

* “Esta muy dificil.”

* “No me gusta porque casi no puedo, casi no le entiendo a las cosas, se me hacen difi-
ciles”

* “Son dificiles porque te dejan muchos problemas, como contestar cuartos. .., y las di-
visiones porque no les entiendo.”

Otra de las razones que exponen los estudiantes es que las mateméticas les parecen abu-
rridas.

* “No hay casi nada interesante; si les entiendo a las clases, pero la maestra explica muy
lento y me aburro.”

Lo anterior puede interpretarse como un foco de alerta en varios sentidos. Por un lado,
algunos autores senalan que, dado que en las matematicas los contenidos se van acumu-

® Las gréficas se hicieron a partir de las tablas con datos numéricos que presentan los resultados de la investigacion.
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lando de forma escalonada —en donde cada peldano representa algtin conocimiento
(conceptos, algoritmos, procedimientos, etc.)—, cuando un peldano falla provoca que
a los estudiantes les parezca que las mateméticas son dificiles y que no las comprenden.
Parece ser que “componiendo” dicho peldano disminuye ese sentimiento de dificul-
tad hacia ciertos contenidos. Por otro lado, también existe la creencia errénea de que las
habilidades mateméticas son innatas y que si no se nace con ellas ya no se puede hacer na-
da. Esto provoca que algunos estudiantes sientan que “no nacieron para las mateméticas”,
“no se les dan los ntimeros”, etc., creencias que pueden erradicarse a partir de experien-
cias que se promuevan en el salon de clases.
En secundaria, la mayoria de los

estudiantes de tercer grado siente po- Gréfica 2 | MATEMATICAS ES LA MATERIA QUE MAS ME GUSTA
o 0 ningin gusto por las matemati- Alumnos de 3° de secundaria
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me gustan. Son horribles, ;no?” Respuestas de los alumnos

Esta tltima opinion resulta interesante porque rompe con la idea de que la facilidad im-
plica necesariamente el gusto y la dificultad, el rechazo: al menos un alumno comenta
que, aunque no se le hacen dificiles, no le gustan.

No s6lo en estos dos estudios hechos en México el gusto por la matematica decrece con
el pasar de los anos escolares, otras investigaciones en nuestro pais y también interna-
cionales senalan la misma tendencia.

Creencias sobre la matemadtica, su utilidad e importancia

Ya hemos dicho que se considera a las matemdticas como una de las asignaturas mas
relevantes. Si bien todas las asignaturas tienen su valor y son importantes para la forma-
cion del ciudadano, en los ultimos anos, en la mayoria de los paises, la asignatura de
matemadticas se ha vuelto la mas importante del curriculo, a pesar de que la gran mayo-
ria del alumnado sigue teniendo fuertes dificultades con esta disciplina. Los fracasos a
los que se enfrentan, tomando en cuenta que es muy comun asociar las matematicas
con la inteligencia, pueden ir menguando la autoconfianza, lo que vuelve al alumno in-
seguro de sus propias capacidades.

Las creencias sobre lo que son las matematicas, su utilidad e importancia tienden a for-
marse a partir del ambiente social y cultural en el que se desenvuelven los alumnos y, sin
lugar a dudas, estas creencias influyen en la manera en que se relacionan con esta discipli-
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na en el salon de clases. Por ejemplo, creer que la matematica es una ciencia en la que sélo
hay un procedimiento correcto para resolver los problemas puede ocasionar que los es-
tudiantes se acerquen a ésta con cierto miedo e inseguridad. Considerar que hay muchos
caminos para resolver los problemas, por el contrario, despertaria su creatividad e interés.

;Conoce usted lo que sus alumnos piensan sobre qué son las matematicas?

Escriba dos posibles respuestas que usted cree que darfan sus alumnos a cada una de estas
preguntas:

a) ;Qué son las matematicas?

b) ;Para qué sirven?

En la siguiente gréfica se observa como entienden las mateméticas los alumnos de pri-
maria que participaron en este estudio:’

Grafica 3 | COMO SE ENTIENDEN LAS MATEMATICAS
Entrevista a 58 alumnos de primarias urbanas y rurales
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Respuestas de los alumnos

Sumando los alumnos de los tres grados en cada categoria de la grafica se observa que
13 delos 58 alumnos entrevistados identificaron a las matematicas con contenidos arit-
méticos, mientras que 19 conciben las matematicas como una herramienta que sirve
para la escuela y 7 las consideraron como una herramienta para la vida. Es destacable
que esta tltima concepcion crecié de un grado escolar a otro.

Como ejemplo de las respuestas de los alumnos ante la pregunta: “Para ti, ;qué son
las matematicas?”, ninos de segundo grado dieron respuestas como:

* “Son sumas.”
<« M M . v »
* “Son multiplicaciones y numeros.

7 A seis alumnos de segundo grado no se les aplico la pregunta.
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Mientras que una alumna de sexto grado respondié:

* “Es una materia donde puedo aprender cosas, como resolver problemas de suma y
resta; es como una materia, aprender a multiplicar, a dividir.”

En cuanto a la utilidad de las matematicas, al hacer la Grafica 4 | UTILIDAD DE LAS MATEMATICAS
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1. Imagine que plantea a todos los al de su grupo la pregunta: “;Es important M Sexto

aprender matematicas?”, con cinco opciones de respuesta: no, poco, indeciso, si, mucho.
;Qué porcentaje de respuesta cree que tendria cada una de las opciones?

2. Escriba dos posibles respuestas que considere sus alumnos darian a la pregunta: “;Por
qué es importante aprender matematicas?”

En cuanto a secundaria, casi la totalidad de los 192 estudiantes de tercero consideraron
que aprender matemdticas es importante. La gréfica 5 muestra los porcentajes de res-
puesta. Entre las razones que dieron estan las siguientes: son importantes como herra-
mienta escolar; como requisito para continuar estudiando; como herramienta para la
vida. Es interesante mencionar que al referirse a las matematicas como herramienta para
la vida, los argumentos se reducen a transacciones comerciales:

* “Cuando nos vamos de viaje, porque hay que

calcular, ;no?” Gréfica 5 | ES IMPORTANTE APRENDER MATEMATICAS
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* “En todo se utiliza, ;no? Hasta para la ropa. Si, porque tienes que sacar las medidas, des-
pués de medir. Si, si se pasa tantito ya no sale la ropa. Si, para los trazos.”

* “Es importante hasta para cortar madera tienes que saber matematicas, para saber
cudnto le tienes que poner y donde le tienes que cortar y todo, y son importantes pa-
ra cualquier cosa.”

Estos resultados muestran dos hechos interesantes:

a) Nuestros alumnos consideran que es importante aprender matematicas, pero,
b) No tienen claro el porqué de su importancia.

La idea de que es una herramienta para la vida aparece en primaria y se afianza en se-
cundaria, probablemente debido a la posicién que la sociedad otorga a las matematicas.
No obstante, los argumentos que dan los alumnos son “pobres” en el sentido de que se re-
fieren principalmente a situaciones de compraventa, son muy pocos los ejemplos que dan
y que no implican el uso de la aritmética. Sin lugar a dudas todo ello forma parte de la
vision que se tiene de las matematicas en nuestra sociedad; y es muy probable que su
idea de que aprender matematicas es importante provenga de lo que escuchan de otras
personas, mas que de lo que hayan experimentado personalmente.

La creencia de que las matematicas son una herramienta escolar pone en evidencia la
concepcion de que esta disciplina es una asignatura escolar que tiene muy poco o na-
da que ver con su vida fuera de la institucion. Esta falta de argumentos para justificar la uti-
lidad o la importancia de las matematicas, mas alld de la escuela, tiene que ver con la ma-
nera en que se trabajan en clase, los ejemplos que se manejan, el tipo de problemas que
se plantean en el aula, mismos que a su vez, probablemente, reflejan la concepcion que los
docentes mismos tienen de las matematicas.

Concepciones sobre el papel del maestro

Las creencias que nuestros alumnos tienen acerca de cudl es el papel o la funcién del
maestro podrian ser un obstdculo para modificar el enfoque que emplee el docente pa-
ra trabajar matematicas.

Recordemos que, a partir de la reforma de 1993 y en los programas vigentes, se co-
loca la resolucion de problemas como el eje alrededor del cual debe desarrollarse la en-
sefianza y el aprendizaje de las matematicas. Resolver problemas no solo es el propésito
de aprender mateméticas, también es el medio para construir contenidos matematicos.
Este enfoque implicé un nuevo papel del profesor, ya no como el poseedor y transmisor
del conocimiento, sino como el motivador, coordinador y facilitador.

Ahora bien, tanto a nivel primaria como secundaria, se ha encontrado que una creen-
cia muy arraigada en los estudiantes es que el buen profesor es aquel que explica y ex-
plica bien, paso a paso y con paciencia lo que se tiene que hacer.

Imagine que plantea a todos los alumnos de su grupo la pregunta: “;Qué es para ti un buen
maestro de matematicas?” Escriba dos posibles respuestas que considere darian sus alumnos.
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Cuando se pregunt6 a los ninos de primaria lo que para ellos era un buen profesor,
algunas respuestas fueron:

* “Que sepa bien como explica, que no se equivoque y que nos sepa ensefar bien. Paso
a paso como se divide; las multiplicaciones, como se multiplica de dos, de tres, de cua-
tro, de uno.”

* “Debe ser el que explique bien, en los trabajos que nos pone a nosotros, que nos ex-
plique bien [...]. Me las tienen que ensenar, explicindose bien, porque si no, no se
pueden entender.”

La grafica 6 muestra la cantidad de alum- Grafica 6 | LA FUNCION DEL PROFESOR
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* “;Que nos explique mds a fondo! Que lo explique, pero que también nos deje enten-
derlo. Porque luego, por ejemplo, nada mas lo explica, y ya luego, luego, se pasa al si-
guiente tema, lo explica, nos deja ejercicios y ya pasa al siguiente tema.”

* “Al momento de querer hacer el trabajo le dices: ‘maestra no entendi jexpliqueme!” Y
se harta, pero la maestra no sabe que a lo mejor ellos (refiriéndose a sus companeros
varones) no le pusieron atencion y nosotras si le pusimos atencion, pero no entendimos
bieny, pues, ya también la hartamos y por eso no nos explica, como que se enoja y no
nos explica otra vez.”

La idea de que la funcion del profesor consiste en explicar resulta contundente para los
alumnos (y quiza para algunos maestros). Es muy probable que ellos no crean que se
aprende a partir de enfrentarse a problemas cuyo método de solucion no se ha explica-
do. La mayoria espera que su maestro tenga un perfil normativo, lo que, como ya comen-
tamos, dificultaria un cambio de enfoque en la ensefianza. Es necesario que el profesor
conozca las creencias de sus alumnos al respecto para modificarlas en caso necesario.

La autoconfianza de los alumnos para trabajar en matematicas
Un aspecto muy relevante dentro de las actitudes es la autoconfianza. Conocer la auto-

confianza que van desarrollando los alumnos para trabajar en matematicas es un punto
importante que hay que considerar con atencion. La autoconfianza tiene una influencia
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crucial en las decisiones que tomamos. La manera como nos relacionamos con las ma-
temdticas, con la mediacion del profesor y los padres de familia, incide fuertemente en
la autoconfianza que vamos generando.

Un alumno puede creer que no nacié para las matematicas y esto, indudablemente,
constituye un obstaculo para su aprendizaje. Pero, ;como construye el alumno este auto-
concepto? Algunos autores consideran que muchos profesores contribuyen a la forma-
cion de este tipo de autoconcepto al presentar las matematicas como una materia dificil,
lo que no suelen hacer con otras materias como la historia, por ejemplo. También contri-
buyen a ello las ideas que dominan en la sociedad acerca de las mateméticas y la cultura
en la que estd inmerso el estudiante. Por ejemplo, si se conciben como una ciencia exac-
ta, clara y precisa en la que ya todo esta dicho, se puede considerar que sélo es cuestion de
aprenderlas sin necesidad de comprenderlas.

En cuanto al autoconcepto que tienen los ninos de primaria acerca de si son buenos
o malos en matematicas, se observa que cuando terminan la primaria, ya muy pocos se
consideran buenos alumnos, como se ve en la grafica 7:

Gréfica 7 | AUTOPERCEPCIONES
Alumnos de primaria
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Respuestas de los alumnos

Es claro que conforme se avanza en escolaridad los estudiantes dejan de percibirse bue-
nos alumnos para luego considerarse regulares, en algunos casos hasta se consideran
malos alumnos. Algunos de sus argumentos hacen referencia a si son o no disciplina-
dos. Dos alumnos de sexto grado argumentaron:

* “Yo me considero un buen alumno, pues lo principal son mis calificaciones; si pongo
atencion en clases. Tengo buenas calificaciones.”

* “Siempre pongo atencién en matematicas porque mi papa me dice que ponga aten-
cién; si no, no voy a entender y voy a salir mal en matemdticas.”

La tinica nina que en segundo grado dijo considerarse una mala alumna, argument6 que
se pone a jugar con su companera en lugar de trabajar.

kﬂ“’ Imagine que plantea a los alumnos de su grupo la pregunta: “sQué es para ti ser un buen
alumno en matematicas?”

Escriba dos posibles respuestas que considere sus alumnos darfan.
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Pero, ;qué es para ellos ser un buen alumno? Los estudiantes han construido algunas
creencias y concepciones acerca de lo que piensan que es ser “un buen alumno”.
z ., <«

En el caso de los nifios de primaria, se les pregunto: “;Qué es para ustedes ser un buen
alumno en matemdticas?” La grafica 8 muestra los rasgos que identificaron:

Grafica 8 | RASGOS DE UN BUEN ALUMNO
Entrevista a 58 alumnos de primarias urbanas y rurales
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Respuestas de los alumnos

Los alumnos de segundo grado mencionaron que un buen alumno en matematicas es
el que domina los contenidos y en todos los casos hicieron alusion sélo a contenidos
aritméticos. Obsérvese que esta idea no surgié ni en cuarto ni en sexto. Un rasgo im-
portante que aparecié en todos los grados es la idea de portarse bien para considerarse
un buen alumno en matematicas. Pero esta idea decrece conforme se avanza en la esco-
laridad, al igual que la idea de que ser un buen alumno es ser hébil para el trabajo esco-
lar. Finalmente, el cumplir con las actividades escolares aparece en cuarto grado y crece
en sexto. Estas creencias las han construido a partir de sus experiencias escolares, pro-
bablemente es lo que ven que los docentes toman en cuenta para catalogar a un alumno
como bueno.

En secundaria, tanto la escala AMMEC como las entrevistas, arrojaron datos al res-
pecto de la percepcion que tienen los alumnos de si mismos y de la autoconfianza que
tienen para trabajar en matemadticas. El 64% de los alumnos se consideran perseverantes
y manifiestan que si un problema no les sale a la primera, vuelven a intentarlo hasta encon-
trar la respuesta. Casi la mitad (49%) refirié que si resuelve los problemas que se plan-
tean en clase, lo que indica tenacidad y autoconfianza para solucionar los problemas
planteados. Un alto porcentaje indicé que no les gusta ser lideres en sus equipos y poco
mas de la mitad que no les gusta ser los primeros en dar la respuesta a un problema. Es-
to tltimo muestra falta de seguridad y baja autoconfianza para defender sus ideas.

En las entrevistas por equipo, algunos estudiantes externaron la falta de confianza en
si mismos o el enojo que les provoca no poder resolver un problema:
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* “Entonces, como no sé, me encierro en mi mundo y digo ‘ino, qué tal si estoy mal!’
Entonces, me falta confianza, creo”.

* “Yo a veces también me enojo en la clase, y a veces hasta aviento mi cuaderno y digo
‘ino, yano!”

Para que el profesor intervenga y evite que las matematicas contribuyan en la formacion
de una baja autoconfianza, es necesario que conozca a sus alumnos y aprenda a escuchar-
los. Por ejemplo, es muy distinto si ante un fracaso matematico un alumno se justifica
diciendo: “ese dia me sentia mal”, “en verdad, no habia estudiado”, “es que el ano anterior
no me lo habian explicado bien”, a que use argumentos del tipo: “es que las matematicas no
son para m{’, “las matematicas son sélo para inteligentes”, “para mi las matematicas son
muy dificiles”. Mientras el primer tipo de argumentos atribuye su fracaso a factores ex-
ternos, los del segundo tipo lo atribuyen a factores internos, lo que denota una baja auto-
confianza e indica al maestro la necesidad de tomar medidas para apoyar a ese alumno.

Aunque aqui sélo se comentaron los resultados de dos investigaciones, otros estudios
han obtenido resultados muy similares. El apéndice 1 (p. 47) contiene bibliografia que
puede consultar para profundizar sobre este tema.

EXPLORAR LAS ACTITUDES

En este apartado se mostrard un instrumento que le permitird explorar las actitudes de
sus alumnos hacia las matematicas. Es conveniente aclarar que esto no implica, de nin-
guna manera, que usted tenga que “evaluar” las actitudes. Se trata de que, al conocer a
sus alumnos desde esta perspectiva, usted tenga mds herramientas para realizar su labor
docente al ensefiar matematicas.

Conocer la actitud que los estudiantes tienen hacia las matematicas nos brinda ele-
mentos para reflexionar sobre nuestro quehacer como maestros y tratar de generar es-
pacios de aprendizaje que ayuden, si es necesario, a modificar las actitudes.

En el apartado anterior se le pidi6 que hiciera algunas hipétesis sobre las actitudes que
tienen sus alumnos hacia las mateméticas. Para tener una mayor certeza de lo que usted
cree sobre las actitudes de sus alumnos, a continuacion le proporcionamos la escala
AMMEG, un instrumento disenado por profesionales en el tema, de facil aplicacion, que
le proporcionara informacion interesante. Es importante senalar que éste es s6lo uno
de los instrumentos que se han utilizado en este campo, pero recurrimos a dicha escala
como punto de partida porque fue disenada para usarse con estudiantes mexicanos.

Escala AMMEC
La escala aMMEC fue disenada por investigadores mexicanos como parte del proyecto En-

sefianza de las matemdticas con tecnologia (EMaT) y ha sido ampliamente utilizada con
ninos en nuestro pais. Es una escala tipo Likert® de cinco puntos, que proporciona in-

8 En este tipo de escalas se suele presentar una graduacion de acuerdo; a veces se utiliza el rango 1 a 5, pero también se
ocupan otros rangos (Martinez y Moreno, 2005). La escala AMMEC usa el rango de 0 a 4.
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formacion sobre las actitudes hacia las matematicas y consta de 29 items distribuidos
en tres subescalas:

Enunciados Subescala

12al22 2. Actitudes hacia las matematicas ensefiadas con computadora (AMC)

23al 29 3. Autoconfianza para trabajar las matematicas (Acm)

Grafica 9 | ESCALA AMMEC
Escala de actitudes hacia las matematicas ensefiadas con computadora

1 Me gusta la clase de matematicas Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
2 La clase de matematicas es aburrida Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
3 Las matematicas son dificiles Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
4 Matematicas es la materia que mas me gusta Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
5 Las matematicas son divertidas Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
6 Me gustan las matematicas Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
7 Es importante aprender matematicas Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
8 Me gustarfa usar las matematicas cuando ya vaya a trabajar Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
9 Me gusta aprender matematicas con computadora Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
10 Tengo dificultad para entender lo que me piden en las hojas de trabajo Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
11 Puedo resolver los problemas planteados en las hojas de trabajo Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
Subescala 2 | Actitudes hacia las matematicas ensefiadas con computadora (AMC)
12 Prefiero las clases de matematicas sin computadora Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
13 Me gusta manejar la computadora Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
14 Prefiero que un companero maneje la computadora Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
15 Me pongo nervioso al usar la computadora Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
16 Me gustaria ir mas seguido al laboratorio EMAT Mucho | Si | Indeciso | Poco | No

17 Aprenderia mas matematicas si pudiera usar mas tiempo la computadora Mucho | Si | Indeciso | Poco | No

18 Me gustan mas las matematicas cuando el maestro explica y pone ejemplos | Mucho | Si | Indeciso | Poco | No

19 Es facil usar la computadora en EMAT Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
20 Si fuera profesor de matematicas ensefaria con computadora Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
21 Comento las actividades de matematicas con mis compafieros Mucho | Si' | Indeciso | Poco | No
22 La clase en el laboratorio EMAT es aburrida Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
23 Me gusta resolver las actividades sin ayuda del maestro Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
24 Me gusta proponer la solucion a problemas antes que los demas Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
25 Me gusta ser el lider de mi equipo Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
26 Si un problema no sale a la primera, le busco hasta resolverlo Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
27 Me gusta resolver problemas de matematicas algo dificiles Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
28 Me gusta discutir en equipo como resolver un problema de matematicas Mucho | Si | Indeciso | Poco | No

29 En el equipo defiendo mis ideas Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
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La escala lista para su aplicacion se encuentra en el apéndice 2 de este capitulo (p. 48).

La primera subescala —Actitudes hacia las matemdticas— comprende once enun-
ciados encaminados a conocer lo que los alumnos piensan y sienten sobre las matema-
ticas y la clase de matematicas. Si s6lo desea aplicar esta subescala, la encuentra en el
apéndice 3 (p. 49).

La segunda subescala —Actitudes hacia las matemdticas ensefiadas con computa-
dora— indaga sobre lo que los alumnos piensan y sienten acerca del aprendizaje de las
matemdticas cuando se usa la computadora como apoyo. Como mencionamos ante-
riormente, AMMEC fue disefiada originalmente para el proyecto EmAT. Esta subescala se
encuentra en el apéndice 4 (p. 50); en caso necesario puede modificar aquellas afirma-
ciones que se refieran al proyecto EMAT.

La tercera subescala —Autoconfianza para trabajar las matemdticas— se enfoca en
lo que los alumnos piensan sobre si mismos, como aprendices y como resolutores de
tareas matematicas. Esta subescala se encuentra en el apéndice 5 (p. 51).

Al aplicarla a su grupo de alumnos podra obtener un primer panorama de las acti-
tudes que tienen hacia las matematicas.

Cémo aplicar la escala

La escala AMMEC puede aplicarse completa o cada subescala puede aplicarse por sepa-
rado, dependiendo de cudl sea su interés. Por ejemplo, si en su escuela no hay computa-
doras vy, por lo tanto, no da clases de matematicas con ella, puede aplicar solamente las
subescalas 1 (AM) y 3 (AcM).

Para aplicarla puede fotocopiarla, distribuirla entre sus alumnos y, junto con ellos, ir
leyendo en voz alta los enunciados para asegurarse de que no tengan dudas sobre lo que
se estd afirmando en cada uno de ellos. Es importante que explique a sus alumnos que
s6lo deberan dar una sola respuesta por cada enunciado, en la misma linea, marcando
ya sea con color o con una cruz X la palabra que refleja el nivel de acuerdo con la afir-
macion en cuestion (mucho, si, indeciso, poco, no). Los datos que recabe se verdn, por
ejemplo, asi:

Me gusta la clase de matematicas Mucho X Indeciso | Poco No

La clase de matematicas es aburrida Mucho | Si In(xiso Poco No

7

Esto indica que el alumno que tach¢ el “Si”, en correspondencia con el item 1, estd afir-
mando que si le gusta la clase de matematicas. Por el contrario, estd indeciso en cuanto
a que la clase de matematicas es o no aburrida.

Para que los alumnos no se inhiban al contestar, conviene aclararles que las respues-
tas dadas a la escala no serdn sujetas a evaluacion. Enfatice que todos los enunciados
deben ser respondidos. Considere una atmdsfera relajada y el tiempo necesario para
que los alumnos contesten sin presiones.

Una vez recabadas las hojas contestadas por sus alumnos sera necesario organizar y
analizar los datos como le sugerimos a continuacion.



ACTITUDES HACIA EL ESTUDIO DE LAS MATEMATICAS

Andlisis de los datos

El andlisis de los datos se puede hacer de dos formas: cuantitativa y cualitativa. El siguien-
te ejemplo muestra como se puede hacer cada uno de estos analisis:

Andlisis cuantitativo

Para el analisis cuantitativo resulta conveniente asignar puntajes a las respuestas de los
alumnos con el propdsito de obtener promedios. A cada item se le asigna un valor nu-

mérico de 0 a 4:

* Para los enunciados que aluden a una actitud positiva (1,4, 5,6,7,8,9, 11,13, 16, 17,
18,19, 20,21, 22,23, 24,25, 26,27, 28,29), el valor numérico asignado es el siguiente:

0-No 1 —Poco 2— Indeciso 3-Si 4 — Mucho

Por ejemplo, si un alumno tacha la opcion “Si” en el item 1:

‘ 1 ‘ Me gusta la clase de matematicas ‘ Mucho ‘x ‘Indeciso ‘ Poco No

El valor numérico asignado a esta respuesta es 3.

* Los enunciados que hacen referencia a una actitud negativa (2, 3, 10, 12, 14y 15) po-
seen los siguientes valores:

4—-No 3 —Poco 2 — Indeciso 1-Si 0 — Mucho

Por ejemplo, si un alumno tacha la opciéon “Poco” en el item 2:

‘ 2 ‘ La clase de matematicas es aburrida ‘ Mucho ‘ Si ‘Indeciso ‘ PXo ‘ No ‘

El valor numérico asignado a la respuesta dada es 3. . ] ,
Numero de item | Respuesta | Valor asignado
Observe que en ambos ejemplos, el valor asignado a la respues- ! S 3
ta es 3, aunque la opcion tachada es diferente. El item 1 hace re- 2 Poco 3
ferencia a una actitud positiva y el item 2 a una actitud negati- 3 Poco 3
va. Es muy importante que tome esto en cuenta cuando asigne 4 Indeciso 2
los puntos a las respuestas dadas por los alumnos. 5 Poco 1
Para que se familiarice con esta manera de asignar un valor 6 S 3
numérico a las respuestas dadas a los enunciados, le propone- 7 5 3
mos el siguiente ejercicio. Agregue el valor numérico a cada una .
o 8 Indeciso 2
de las respuestas del cuadro siguiente (p. 42) en la columna que 9 Indeciso 5
se indica. Compruebe que asignd correctamente los valores, o - 5
/ oco
comparandolos con la tabla que le presentamos a la derecha en
L. 11 Poco 1
esta pagina.
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N° de
item

Valor
numeérico

Subescala 1 | AmM

1 | Megustala clase de matematicas Mucho x Indeciso | Poco | No
2 | Laclase de matematicas es aburrida Mucho | Si | Indeciso FXO No
3 | Las matematicas son dificiles Mucho | Si | Indeciso Fxo No
4 | Matematicas es la materia que mas me gusta Mucho | Si Ianiso Poco | No
5 | Las matematicas son divertidas Mucho | Si | Indeciso PXo No
6 | Megustanlas matematicas Mucho X Indeciso | Poco | No
7 | Esimportante aprender matematicas Mucho Indeciso | Poco | No
8 | Me gustaria usar las matematicas cuando ya vaya a trabajar Mucho | Si Indexo Poco | No
9 | Me gusta aprender matematicas con computadora Mucho | Si | Indgkiso | Poco | No
10 | Tengo dificultad para entender lo que me piden en las hojas de trabajo | Mucho | Si | Indeciso P% No
11 | Puedo resolver los problemas planteados en las hojas de trabajo Mucho | Si | Indeciso PXo No

Recomendamos usar una hoja de Excel (o un cuadro de doble entrada) para regis-
trar los datos que se obtengan en todos los enunciados y con todos los alumnos. En el

diagrama 5 presentamos un ejemplo de los datos obtenidos con un grupo de diez alum-
nos para la subescala 1. Observe que los items estan numerados del 1 al 11 y debajo de
cada ftem se registra el valor numérico que corresponde para cada alumno:
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Una vez capturados los valores numéricos se puede calcular, por ejemplo, el promedio del
grupo por item; para ello se realiza la suma de lo que todos los estudiantes respondieron
en cada item y se divide entre el ntimero de alumnos. En el ejemplo que presentamos,
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el item 1 tiene un promedio de 2.7, dado que la suma de los valores correspondientes a
este item, de todos los alumnos, es 27, que dividido por el nimero de alumnos, que es
10, nos da 2.7:

3+3+3+3+3+1+1+4+4+2_2J_27
10 10 7

Una vez calculado el promedio para todos los items se puede calcular el promedio glo-
bal, que en este caso es de 2.4; éste se obtiene sumando los promedios obtenidos en ca-
da uno de los items y se divide entre el ntimero de items. En el ejemplo que presenta-
mos, la suma del promedio de todos los items es 26.4, que dividido entre 11 —el
numero de items— nos da 2.4.

27+3J+24+19+19+27+32+23+17+27+18_264_24
11 T

Para interpretar estos valores debemos considerar que una puntuacién cercana a 4
indica una actitud que tiende a ser positiva; una puntuacion cercana o igual a 2 indica
una actitud neutra; y una puntuacién menor de 2 sugiere una actitud que tiende a ser
negativa.

En el caso del ejemplo, el promedio global de 2.4 nos indica que el grupo tiende a
tener una actitud neutra hacia las matematicas. Este resultado muestra que los alumnos
no han consolidado todavia una actitud hacia las matemadticas, lo que nos permite pen-
sar que existe una zona de oportunidad para incidir en ella.

Andlisis cualitativo

Puede utilizar los datos para un andlisis mas particularizado, ya sea por item o por alum-
no; es decir, usted conoceria mejor a sus estudiantes como grupo y a cada uno de ellos
en particular, si asi lo requiere.

Como se observa en los datos del grupo ejemplo, los puntajes promedio obtenidos
en los 11 items de esta subescala fueron:

1 Me gusta la clase de matematicas 2.7
2 La clase de matematicas es aburrida 3.1
3 Las matematicas son dificiles 2.4
4 Matematicas es la materia que mas me gusta 1.9
5 Las matematicas son divertidas 1.9
6 Me gustan las matematicas 2.7
7 Es importante aprender matematicas 3.2
8 Me gustarfa usar las matematicas cuando ya vaya a trabajar 23
9 Me gusta aprender matematicas con computadora 1.7
10 Tengo dificultad para entender lo que me piden en las hojas de trabajo 2.7
11 Puedo resolver los problemas planteados en las hojas de trabajo 1.8
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A partir de estos puntajes se hacen interpretaciones que servirian para tomar deci-
siones acerca de como trabajar matemadticas en la clase. Por ejemplo, estos alumnos no
consideran que la clase de matematicas sea aburrida (el puntaje 3.1 es muy cercano a la
respuesta “Poco”), pero tampoco consideran que las matematicas sean divertidas (el
puntaje 1.9 es cercano a la respuesta “Indeciso”). Esto es alentador porque es muy pro-
bable que estos estudiantes no necesiten que se les pongan actividades de matematicas
recreativas para no aburrirse, posiblemente un problema que represente un reto inte-
lectual les parece igual de interesante.

Asimismo, se buscaria la razén por la que algunos alumnos consideraron que la clase
es aburrida o se muestran indecisos al respecto. En este caso el docente puede preguntar
directamente a Lucia (quien respondi6 “Indeciso”) si recuerda alguna clase de matema-
ticas en la que se haya aburrido, ;por qué fue asi? y, a partir de la respuesta de la alumna,
saber si fue a causa del tipo de actividades que se trabajaron, si fue porque para ella fue
algo dificil o porque no se trabaj6 en equipo, etc. Toda la informacion recabada servird
para tomar decisiones al momento de planear y llevar a cabo las clases de matematicas.

En el caso del item 3 (Las matemadticas son dificiles), el puntaje promedio es 2.4 ubi-
cado entre la respuesta “Indeciso” y “Poco”. En este item hay tres alumnos que respon-
dieron “Si’; lo cual denota que consideran que las mateméticas son dificiles. Si el maestro
quisiera que estos alumnos cambiaran esta creencia con el propdsito de que se acercaran
a las matematicas con mas confianza, preguntaria a Pedro, Maria y Gaby por qué conside-
ran que las matematicas son dificiles. Seria util e interesante indagar si se debe a la dificul-
tad de algunos contenidos o a causas de orden didactico: al tipo de actividades que lleva-
ron a cabo en clase, a las lecciones del libro de texto, o a que no comprendieron alguna
explicacion de lo que tenian que hacer. O bien, a causas de tipo afectivo: a que se burlan
de ellos sus comparieros, a que no tienen autoconfianza para realizar estas tareas, etc. Las
causas pueden ser multiples y de diferente naturaleza; sera el profesor quien, a partir de la
informacién que reciba, tendrd que tomar las decisiones que considere pertinentes.

Otro puntaje que resulta interesante es el correspondiente al item 9 (Me gusta apren-
der matemdticas por computadora). El promedio 1.7 obtenido estd entre “Indeciso”y “No”.
Aunque muchos maestros pensariamos que el uso de la computadora resulta atractivo
para los alumnos, este resultado muestra que no siempre es asi. De hecho, hay una in-
vestigacion en la que los resultados mostraron que el uso de la computadora en las cla-
ses de matematicas no mejor6 las actitudes de los estudiantes hacia esta materia.

Los resultados de las respuestas que dio cada alumno también pueden analizarse a
partir de las respuestas por alumno. En la hoja de Excel donde se muestran los resulta-
dos de los diez alumnos, un caso especial es el de Pilar, quien dio como respuesta “No”
a los siguientes cuatro items:

* Matematicas es la materia que me gusta mas

* Me gustan las matematicas

* Me gustaria usar las matematicas cuando vaya a trabajar
* Me gusta aprender matematicas por computadora

Asimismo, esta nina dio como respuesta “Poco” al item:

* Me gusta la clase de matemdticas
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Estos cinco items son los que incluyen la expresion “Me gusta” o “Me gustaria”. Ante-
riormente mencionamos que no se espera que a todos los alumnos les gusten las mate-
maticas, no obstante, serfa importante, til e interesante, conversar con esta alumna so-
bre las razones por las que al parecer no le gusta nada que tenga que ver con las
matematicas. Si esta alumna tiene logros académicos aceptables en mateméticas cons-
tatarfamos lo que algunas investigaciones reportan de que no hay una relacion directa
entre lo que se considera buenas actitudes y rendimiento académico. Por el contrario, si
esta alumna tiene un bajo desempeno, conviene indagar si éste estd relacionado con su
actitud y buscar qué hacer para que esta alumna se relacione de mejor manera con las
matematicas que tiene que aprender.

La informacion que se obtiene al aplicar la escala tiene una gran riqueza si deseamos
conocer las actitudes de los alumnos, sin embargo, hay que complementarla con platicas
con los alumnos para profundizar més en este conocimiento.

No es necesario que esto se haga de manera frecuente. La sugerencia es aplicar la es-
cala en tres momentos: al inicio del curso escolar, al finalizar el primer semestre y al final
del ciclo escolar; ello con el objetivo de tener pardmetros de referencia que nos permi-
tan dar seguimiento al desarrollo de las actitudes en los estudiantes.

En el caso de los primeros grados —primero a cuarto—, el maestro puede conside-
rar, dependiendo de la comprension lectora de sus alumnos y de la dificultad que repre-
sente para los ninos contestar una escala de este tipo, la conveniencia de aplicarla tal y
como esta, o utilizar las afirmaciones que contiene para establecer un didlogo directo con
los ninos.

Algunas consideraciones para propiciar un cambio en la actitud hacia las
matemadticas

Es en la primaria cuando el alumnado se acerca por primera vez a las matematicas de
manera formal y es en este nivel escolar cuando se crean las bases para la formacién de
las actitudes hacia esta disciplina. Si bien los factores que intervienen en la formacion
de una actitud son multiples y muchos estan fuera del control del docente, su actuacion en
esta etapa formativa del alumnado es fundamental. Sus conocimientos matematicos,
pedagdgicos, psicoldgicos, asi como su conocimiento acerca del papel histérico y social
de las matemiticas, seran factores muy importantes dado que influiran fuertemente en
la formacién de la disposicion que desarrollen los estudiantes hacia el estudio de las
matematicas. Consideramos que el trabajo del profesor para promover el interés hacia
las matematicas y la motivacion para su estudio son fundamentales para lograr que los
alumnos se acerquen a las matematicas sin miedo, con confianza, y puedan verlas como
un conocimiento ttil para comprender mejor este mundo globalizado.

En las dltimas décadas se ha insistido en la idea de que el maestro tiene que presen-
tar a las matematicas como algo divertido y facil, al mismo tiempo que til e interesante.
Para ello se proponen anécdotas simpaticas, hechos historicos curiosos, se inventan jue-
gos y retos. Sin embargo, las evidencias muestran que a pesar de estos esfuerzos, no solo
el aprendizaje de los conceptos matematicos no mejora, sino que tampoco la motiva-
cién para aprender matemdticas se ve incentivada de manera significativa. Los alumnos
juegan y se divierten, sin embargo, al pasar de un ano escolar a otro, su actitud hacia las
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matematicas se va haciendo cada vez menos positiva y la consideran aburrida y dificil.
Si bien vale la pena desarrollar actividades para que el aprendizaje de las matematicas
sea divertido y retador, por lo menos para algunos alumnos, no hay que olvidar que son
un producto cultural que ha implicado un trabajo muy serio y arduo de muchas gene-
raciones de individuos y de colectivos dedicadas a su desarrollo. En la ensefianza de es-
ta disciplina, se trata de poner al alcance de nuestros nifios un conocimiento muy com-
plejo que requiere de mucha aplicacion y esfuerzo tanto por parte del maestro como del
alumnado. Es justamente este esfuerzo y compromiso intelectual el que lleva a la mayo-
ria del alumnado a huir de las matematicas y a considerarlas, con el pasar de los ciclos
escolares, como una de las asignaturas mas dificiles, lo que poco a poco los conduce a
desarrollar una menor disposicion para aprenderlas.

Por lo tanto, aunque es necesario motivarlos e incentivarlos hacia el estudio de las ma-
tematicas, es todavia mds importante ensenarles, desde los primeros acercamientos a
esta disciplina, a cuestionar, preguntar, discutir y argumentar. Todos sabemos que los in-
fantes siempre quieren conocer el porqué de las cosas: ;por qué se estudian las matema-
ticas?, spor qué es importante saber hacer calculos?, ;por qué se resta y se divide de cierta
manera?, ;para qué se utilizan las matematicas?, etc. Pero es muy comun que en la es-
cuela no s6lo no se contesten este tipo de preguntas, sino que por razones de tiempo, de
disciplina, del manejo del grupo y también de desconocimiento, se les haga creer que esas
preguntas no hay que hacerlas, con lo cual se propicia que su interés vaya mermando
cada vez mas.

Por el contrario, para propiciar en el alumnado el interés es necesario proporcionar-
le los elementos que le permitan reflexionar sobre esta disciplina, sobre los hechos his-
toricos relacionados con su desarrollo, sobre el empleo que se le ha dado a lo largo de la
historia, que ha sido a veces positivo (para apoyar desarrollos cientificos que mejoran la
vida de los seres humanos), pero a menudo también negativo (para mantener el poder,
para apoyar desarrollos de armas de todo tipo que destruyen la vida).

Seria conveniente que desde temprana edad se diera a los ninos informacién que les
permita darse cuenta de que las matemadticas son desarrolladas para satisfacer ciertos in-
tereses y necesidades propias de una época y una cultura. Hay que explicarles que en
distintos lugares se desarrollaron matematicas distintas, en correspondencia a la cultura e
intereses locales (por ejemplo, la matematica prehispéanica) y que, por razones con fre-
cuencia ajenas a las matemadticas mismas, desaparecen (conquistas, guerras, intereses eco-
ndémicos), solo algunas sobreviven, y éstas son las que han prevalecido, se han extendido
y han sido finalmente aceptadas por todos. Los rudimentos de esas mateméticas son las
que aprendemos ahora en la escuela, pero son sélo unas de las matematicas posibles.

Acercamientos de este tipo ayudarian a los alumnos a ver las matematicas como uno
de los productos culturales si bien fundamentales para nuestra sociedad, hacerles com-
prender su importancia y proporcionarles conocimientos elementales basicos que les
permitan un acercamiento critico hacia esta disciplina. Estos conocimientos les permiti-
rian valorar a la ciencia matematica y constituirfan elementos importantes para desarro-
llar cierta actitud (positiva o negativa, pero informada) hacia esta disciplina.
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OTRAS INVESTIGACIONES REALIZADAS EN MEXICO
SOBRE ACTITUDES

Eudave Las actitudes hacia las matematicas de los maestros y 1994
alumnos de Bachillerato.

Gonzalez Un modelo explicativo del interés hacia las matematicas de 2005
las y los estudiantes de secundaria.

Campos Actitud hacia las matematicas: diferencias de género entre 2006
estudiantes de sexto de primaria y tercero de secundaria.

Mercado Actitud hacia las matematicas y rendimiento. 2007

Juarez Actitudes y rendimiento en matematicas usando la hoja 2008
electronica de calculo: Un estudio longitudinal.

Ursini, Sanchez y Orendain | Validacion y confiabilidad de una Escala de Actitudes hacia 2004
las Matematicas Ensefiadas por Computadora.

Sanchez y Ursini Dos enfoques para medir la relacion entre actitudes hacia
las matematicas y aprovechamiento matematico. La 2007
experiencia mexicana con EMAT.

Ursini, Ramirez y Sanchez | Using Technlogy in Mathematics Class: How this Affets 2007
Student’s Achievement and Attitudes.

Ursini y Sanchez Gender, technology and attitude towars mathematics: 2008
a comparative longitudinal study with Mexican students.

Ursini Aspectos educativos y género en el aprendizaje de las 2009
matematicas en escuelas secundarias del Distrito Federal.

Gonzalez Actitudes y creencias acerca de las matematicas.
Intervencion con perspectiva de género en escuelas 2010
secundarias.

Gonzalez Cambio de actitudes y creencias hacia las matematicas. 2012
Intervencion con perspectiva de género
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ACTITUDES HACIA EL ESTUDIO DE LAS MATEMATICAS | APENDICE 2

Nombre Fecha

Intrucciones: Lee cuidadosamente cada oracion y cruza la opcion de la derecha que meas se acerca a lo que tt
sientes habitualmente. Unicamente puedes cruzar una opcion por oracién. Recuerda responder de acuerdo con
tu propio sentir y no de acuerdo con lo que consideras que es lo adecuado o lo esperable.

Subescala 1 | Actitudes hacia las matematicas (Am)

1 Me gusta la clase de matematicas Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
2 La clase de matematicas es aburrida Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
3 Las matematicas son dificiles Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
4 Matematicas es la materia que mas me gusta Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
5 Las matematicas son divertidas Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
6 Me gustan las matematicas Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
7 Es importante aprender matematicas Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
8 Me gustarfa usar las matematicas cuando ya vaya a trabajar Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
9 Me gusta aprender matematicas con computadora Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
10 Tengo dificultad para entender lo que me piden en las hojas de trabajo Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
11 Puedo resolver los problemas planteados en las hojas de trabajo Mucho | Si | Indeciso | Poco | No

Subescala 2 | Actitudes hacia las matematicas ensefiadas con computadora (AMC)

12 Prefiero las clases de matematicas sin computadora Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
13 Me gusta manejar la computadora Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
14 Prefiero que un compafiero maneje la computadora Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
15 Me pongo nervioso al usar la computadora Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
16 Me gustaria ir mas seguido al laboratorio EMAT Mucho | Si | Indeciso | Poco | No

17 Aprenderia mas matematicas si pudiera usar mas tiempo la computadora Mucho | Si | Indeciso | Poco | No

18 Me gustan mas las matematicas cuando el maestro explica y pone ejemplos | Mucho | Si | Indeciso | Poco | No

19 Es facil usar la computadora en EMAT Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
20 Si fuera profesor de matematicas ensefiaria con computadora Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
21 Comento las actividades de matematicas con mis compafieros Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
22 La clase en el laboratorio EMAT es aburrida Mucho | Si | Indeciso | Poco | No

Subescala 3 | Autoconfianza para trabajar las matematicas (Acm)

23 Me gusta resolver las actividades sin ayuda del maestro Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
24 Me gusta proponer la solucion a problemas antes que los demas Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
25 Me gusta ser el lider de mi equipo Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
26 Si un problema no sale a la primera, le busco hasta resolverlo Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
27 Me gusta resolver problemas de matematicas algo dificiles Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
28 Me gusta discutir en equipo como resolver un problema de matematicas Mucho | Si | Indeciso | Poco | No

29 En el equipo defiendo mis ideas Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
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ESCALA AMMEC (SUBESCALA 1 AM)

Escuela Grupo

Nombre Fecha

Intrucciones: Lee cuidadosamente cada oracion y cruza la opcion de la derecha que meas se acerca a lo que ta
sientes habitualmente. Unicamente puedes cruzar una opcién por oracién. Recuerda responder de acuerdo con
tu propio sentir y no de acuerdo con lo que consideras que es lo adecuado o lo esperable.

Subescala 1 | Actitudes hacia las matematicas (Am)
1 Me gusta la clase de matematicas Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
2 La clase de matematicas es aburrida Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
3 Las matematicas son dificiles Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
4 Matematicas es la materia que mas me gusta Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
5 Las matematicas son divertidas Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
6 Me gustan las matematicas Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
7 Es importante aprender matematicas Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
8 Me gustaria usar las matematicas cuando ya vaya a trabajar Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
9 Me gusta aprender matematicas con computadora Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
10 Tengo dificultad para entender lo que me piden en las hojas de trabajo Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
11 Puedo resolver los problemas planteados en las hojas de trabajo Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
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ACTITUDES HACIA EL ESTUDIO DE LAS MATEMATICAS | APENDICE 4

ESCALA AMMEC (SUBESCALA 2 AMC)

Escuela Grupo

Nombre Fecha

Intrucciones: Lee cuidadosamente cada oracion y cruza la opcion de la derecha que meas se acerca a lo que tt
sientes habitualmente. Unicamente puedes cruzar una opcién por oracién. Recuerda responder de acuerdo con
tu propio sentir y no de acuerdo con lo que consideras que es lo adecuado o lo esperable.

Subescala 2 | Actitudes hacia las matematicas ensefiadas con computadora (AMC)

12 Prefiero las clases de matematicas sin computadora Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
13 Me gusta manejar la computadora Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
14 Prefiero que un companero maneje la computadora Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
15 Me pongo nervioso al usar la computadora Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
16 Me gustaria ir mas seguido al laboratorio EMAT Mucho | Si | Indeciso | Poco | No

17 Aprenderia mas matematicas si pudiera usar mas tiempo la computadora Mucho | Si | Indeciso | Poco | No

18 Me gustan mas las matematicas cuando el maestro explica y pone ejemplos | Mucho | Si | Indeciso | Poco | No

19 Es facil usar la computadora en EMAT Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
20 Si fuera profesor de matematicas ensefaria con computadora Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
21 Comento las actividades de matematicas con mis compafieros Mucho | Si | Indeciso | Poco | No

22 La clase en el laboratorio EMAT es aburrida Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
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ACTITUDES HACIA EL ESTUDIO DE LAS MATEMATICAS | APENDICE 5

ESCALA AMMEC (SUBESCALA 3 ACM)

Escuela Grupo

Nombre Fecha

Intrucciones: Lee cuidadosamente cada oracion y cruza la opcion de la derecha que meas se acerca a lo que ta
sientes habitualmente. Unicamente puedes cruzar una opcién por oracién. Recuerda responder de acuerdo con
tu propio sentir y no de acuerdo con lo que consideras que es lo adecuado o lo esperable.

Subescala 3 | Autoconfianza para trabajar las matematicas (Acm)
23 Me gusta resolver las actividades sin ayuda del maestro Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
24 Me gusta proponer la solucion a problemas antes que los demas Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
25 Me gusta ser el lider de mi equipo Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
26 Si un problema no sale a la primera, le busco hasta resolverlo Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
27 Me gusta resolver problemas de matematicas algo dificiles Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
28 Me gusta discutir en equipo como resolver un problema de matematicas Mucho | Si' | Indeciso | Poco | No
29 En el equipo defiendo mis ideas Mucho | Si | Indeciso | Poco | No
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El contenido “sentido numérico” es considerablemente amplio. Este capitulo estudiara al-
gunos temas relevantes por su complejidad, por su uso y por sus vinculos con otras no-
ciones; a saber, sistemas de numeracion, fracciones y proporcionalidad.

Los tres apartados estan organizados a partir de una perspectiva histdrica. Si bien no
es necesario que un profesor —o los alumnos— conozca en detalle todo el proceso his-
torico que dio origen a determinada nocién matematica —para el maestro, al vivir en
otra época y otro contexto, dicha nocion tendra probablemente otra funcionalidad— o
que tenga un proceso de aprendizaje que reproduzca dicho desarrollo historico, si hay
en ese desarrollo ciertos momentos, dificultades nodales, que sirven para explicar algu-
nas propiedades de ciertos contenidos; o bien, aspectos del proceso de adquisicion de
los alumnos de determinadas nociones. Esta es la orientacion que decidimos darle al pre-
sente texto: abordar aspectos de la génesis de determinado contenido que sean dtiles
para el maestro.

De esta manera, en cada apartado encontrara una serie de actividades, preguntas y de-
finiciones vigentes en la ensenanza, contextualizadas en una descripcion histérica del con-
tenido. En los margenes hay notas que tratan aspectos de corte didactico que general-
mente detallan algunas dificultades de los alumnos cuando estan en proceso de aprender
los contenidos que aqui abordamos. Para finalizar, se ha incorporado un apéndice en el
que se hace una breve reflexion en torno al origen del concepto actual de ndamero.

SISTEMAS DE NUMERACION

Yo sostengo la aplicacion general de la proposicion hecha por Brainerd (1973b: 247) en
la que afirma que “la estructura de las matematicas es en algun sentido, isomorfa a la es-
tructura de la realidad” para todas las practicas numéricas, tanto tradicionales como mo-
dernas (Crump, 1990).!

;Qué lleva a ciertos grupos humanos a desarrollar un sistema de numeracion? ;Por qué

alo largo de la historia los sistemas de numeracién desarrollados han sido tan distintos

entre si? ;Por qué el sistema de numeracién decimal que utilizamos actualmente se im-

puso sobre los otros sistemas que han existido? ;Por qué el treinta no se llama veinte y

diez? ;Por qué el ciento veintitrés no se escribe como se oye, es decir, 1002037 ;Por qué
. :

! Traduccion de Ana Laura Barriendos Rodriguez y Tatiana Mendoza Von der Borch.



solo con diez cifras (0, 1,2, 3,4, 5,6, 7,8 y9) basta para escribir todos los nimeros? Es-
tas propiedades no son comunes a todos los sistemas de numeracion, ni han sido siempre
caracteristicas del sistema de numeracion decimal.

Guedj (1996) clasifica los sistemas de numeracion en tres tipos:

* Los sistemas de numeracion figurada: marcas fisicas realizadas sobre objetos como
cuerdas con nudos, muescas en madera o huesos, etcétera.
* Los sistemas de numeracion hablada: en los que se da un nombre a cada nimero y al
» «

escribirlos se hace con todas sus letras, “uno”, “sesenta y tres”, etcétera.
* Los sistemas de numeracion escrita: usan simbolos para representar ntimeros.

En los sistemas de numeracion escrita hay también diferencias, por ejemplo, respecto a
la base empleada, el ntimero de simbolos distintos y si la posicion en la que se escribian
éstos determinaba su valor o no:

* Sistema de numeracion aditivo: los simbolos se suman para representar cierto ntime-
ro (por ejemplo, el sistema egipcio y el romano).

* Sistema de numeracion hibrido: usan tanto la adiciéon como la multiplicacion para re-
presentar nimeros (el sistema maya y el chino).

e Sistema de numeracién posicional: emplean un ntimero limitado de simbolos (tantos
como la base) y tienen un valor dependiendo del lugar que ocupan. Tal es el caso de
nuestro sistema de numeracion decimal.

En este apartado veremos algunas caracteristicas de los sistemas de numeracion egipcio,
romano, chino, mayay el indo-ardbigo para analizar, en cada caso, de qué tipo de siste-
ma se trata y qué posibilidades ofrecen en cuanto a la representacion de nimeros y a las
operaciones basicas.

Los sistemas de numeracién egipcios

400 000 toros, 1422 000 cabras, 120 000 prisioneros, es lo que indica la maza o cetro del
faraén Narmer que data del 3000 a.C. (figura 1, p. 54).

En el antiguo Egipto la organizacion social generd necesidades de cuantificar con
cierto rigor cabezas de ganado, hombres disponibles para la guerra, prisioneros, granos,
terrenos, provisiones, etc. La contabilidad precisa y oportuna, registrada mediante la nu-
meracion escrita, era necesaria para una buena administracion y culto al faraén.

Alo largo de la historia, la escritura de los nimeros en Egipto evolucioné marcando
tres periodos distintos. El primero es el de la escritura jeroglifica, que usaron desde el
3200 a.C. hasta aproximadamente el 2500 a.C.

2 Citado en Fedriani (2004).
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Figura 1 | Maza o cetro
del faraén Narmer.

kﬁ‘ Encuentre el valor de cada simbolo numérico egipcio.?

991 (L & 8| |00 99 (KK & rFp| [27PN7%7
0 N I'l'l EIIII"P gwmw nnnnnll??
223 102 015 20 324 2 352 000 120 662

rneLnl & ?

10 1

Eﬁf Observe este fragmento de la maza de Narmer en el que esta escri- -

to: “400 000 toros, 1 422 000 cabras, 120 000 prisioneros”. %v b}

Escriba con jeroglificos egipcios los siguientes numeros:
523 4252 25345 403 2034 4530232

ERNRY)

Como puede ver, este sistema de numeracion posee siete simbolos bésicos (unidades,
decenas, centenas, etc.) y para representar un niimero se escribian estos simbolos, tan-
tos de cada uno como fuera necesario. Para representar el nimero 63 se escribia tres ve-
ces el uno y seis veces el 10.

Es un sistema de base diez o decimal porque los simbolos disponibles son agrupacio-
nes de diez (10 unidades son una decena, 10 decenas son una centena, etc.); 1o es posi-
cional porque el valor de un simbolo no depende de la posicion que ocupe en la repre-
sentacion; y es aditivo porque para saber qué niimero estd representado deben sumarse
todos los simbolos.

3 Tomado de Fuenlabrada, et al. (2006).
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El segundo periodo es el de la escritura hierdtica, usada desde el 2500 a.C. hasta apro-
ximadamente el 600 a.C.
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Jeroglifica Hieratica Demotica

Esta escritura represent6 un cambio importante respecto a la je- |

roglifica. Habia simbolos distintos para las primeras nueve uni-
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. . i Y |
dades, nueve decenas, nueve centenas, etc., y eso redujo conside-
rablemente la cantidad de simbolos que debian emplearse en la ~ 4 b
representacion; mientras que con la escritura jeroglifica eran ne- . “ v
cesarios 20 simbolos para escribir 2 765, con la hierética solo se ':“' 7 7
necesitan cuatro. I Z t
La escritura demdtica supone el altimo periodo y fue usada Ul — —
desde el 600 a.C. en adelante; consistié en una variacion respec- i = 2
to a la hieratica, pero la estructura es similar. i = A
Los escribas egipcios eran capaces de sumar, restar, multi- 0 A N
plicar y dividir. Las sumas se realizaban juntando todos los simbo- e N S
los y, si habia 10 iguales, se cambiaban por uno de la siguiente ann A 1
potencia de 10. RN — —
a1 A X
¢ — —
i o0 e o I =
m AR {11 a4 eee ,
111 ARNA antn oo - —=
I nnn H aann Q: g@ TN —
eree SN -
24+33=57 37 +46 =283 1 _2 X
i — —
Las restas se realizaban de modo analogo a las sumas, pero desa- } i1 —% —
grupando cuando fuera necesario. 1111 —% —

i
~L
l
i
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Las multiplicaciones y divisiones eran muy distintivas en Egipto porque se realiza-
ban a partir de tablas de duplicacion. En el papiro de Rhind aparece la siguiente multi-
plicacién: 41 x 59.

La solucion se obtiene sumando 59 a si mismo, 59 + 59 = 118. Ese resultado tam-
bién se suma a si mismo, 118 + 118 = 236; y asi se contintia, siempre duplicando.

Numero de veces que el 59 Resultados obtenidos Resultados necesarios
se suma a si mismo en esas sumas para el calculo

1 59 v
2 118
4 236
8 472 v

16 944

32 1888 v

El proceso sigue hasta antes de que el niumero de “veces” que se ha sumado el 59 a si
mismo sea mayor que 41 (el nimero que seguiria al duplicar es 64, y como 64 > 41, la
tabla se detiene en 32 veces).

Las v representan los valores necesarios para el clculo del resultado; observe que si
suma esos valores en la columna “Ntmero de veces”, obtendra 41.

41=32+8+1
41 X59=(32+8+1) x59
41 x59=1888+472+59=2419

}ﬂ" Multiplique 63 x 86 empleando este método.

El sistema de numeracién romano

Durante los afos de apogeo, el Imperio Romano abarcé territorios desde lo que hoy es
Gran Bretana hasta Egipto y desde Portugal hasta Siria. Se fund6 alrededor del siglo viit
a.C. hasta convertirse, varios siglos después, en un poderoso imperio. El sistema de nu-
meracion que desarrollaron se sigue usando en ciertos contextos hasta nuestros dias.

Sus simbolos para la numeracion son letras
de su alfabeto, pero al parecer eran, en sus ori-
genes, marcas o muescas como las que hicieron
muchos otros pueblos para contar.

Conforme se fue desarrollando esta escritu-
ra, cada quinta muesca era un simbolo como v
y cada décima una x; asi, el conteo al seis serfa
1 y se abreviaria escribiendo sélo vi porque
en esta representacion quedaban implicitas las primeras cuatro muescas. Por ello se afir-
ma que este sistema de numeracion en sus origenes es ordinal.



Relacione cada simbolo numérico romano con su valor representado en el sistema numé-

rico decimal.*
| \% X L C D M

1000 50 500 1 10 100 5

Los siguientes ntimeros en el sistema romano estan bien escritos.

XV 111 DLX CCXC MMMXXIX

¢;Cuales simbolos del sistema romano se repetirian juntos al escribir una cantidad? ;Hasta
cuantas veces se pueden repetir?

Para obtener el valor total que representa un nimero romano se suma el valor de todos
los simbolos, por ejemplo:

MDxxxvII = 1000 + 500+ 10 +10 +10+5+ 1 +1 =1 537

Los nimeros romanos que se muestran a continuacion estan mal escritos. En cada caso,
encuentre el error.

LLV 1% LDX CCLXL VL

Como observd, en el sistema romano se usan siete simbolos pero, a diferencia del egip-
cio, hay varias reglas:

a) Los simbolos que representan al 1, 10, 100 y 1 000 (1, X, ¢, M) pueden repetirse juntos
hasta tres veces.’

b) Los que representan al 5, 50 y 500 (v, L, D) sélo pueden aparecer una vez; es decir, no
se repiten juntos.

¢) El sistema romano se basa tanto en la suma como en la resta. Para saber si el valor de un
simbolo debe sumarse o restarse al valor de otro hay que fijarse en la posicion de los dos
simbolos: si a la izquierda de un simbolo aparece otro de menor valor que él, se resta.

La suma con niimeros romanos se efectuaria de la siguiente manera:

CD + XIX + LXXX =

CD + L + XXXX + IX =
CD + L + XL + IX =
CD + XC + IX = CDXCIX

Se juntan todos los simbolos iguales y se hacen los cambios para conservar las reglas del
sistema, como no escribir XxXXx sino XL.

4Tomado de Fuenlabrada, et al. (2006).
> A veces se aceptaban escrituras como 1111 en vez de 1v; sin embargo, para estudiar aqui este sistema de numeracién con-
sideraremos que siempre se aplicaban las reglas de escritura.
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Usando s6lo los nimeros romanos y sus reglas, sume IL + V + XXVII.

Para restar se haria algo similar, pero desagrupando cuando fuera necesario.

CD — LXXXI =

CCCC —  LXXXI =

CCCLXXXXX — LXXXI

CCCEXXXXX — EXXXI =

CCCXX - 1 =

CCCXVvIIr — I =

ccexviiar  —  F = CCCXVIIII = CCCXIX

Usando sélo los nimeros romanos y sus reglas, reste DX — LXXII.

La multiplicacion y la division se efectuarian con tablas de duplicacion como hacian los
egipcios, pero lo que usaban los romanos era el dbaco, que se construy6 durante siglos
con materiales y formas distintos. Observe la representacién de nimeros romanos en el
dbaco.®

M . oo
D .
C oo L]
L .
X . oo
v o .
| eece
MDCCXVIII MMCLXXXV

El niimero Mpcexviin requirié de nueve puntos, mientras que el nimero MMCLXXXV
de ocho solamente.

Ahora veamos cdmo usaban el dbaco para hacer multiplicaciones.

En el tablero de la pagina 54 se representa la multiplicacion de crxim X xx1. Observe
que en las dos primeras columnas aparecen representados tanto el multiplicando como
el multiplicador. Lo siguiente se basa en la propiedad distributiva de la multiplicacion, es
decir, en que:

CLXIIT X XXI =
CLXII X (X +X+1) =
(cLxirr X x) + (cLxmr X X) + (CLXII X 1) =

En la tercera columna, crxin se multiplicé por x mediante el sencillo método de des-
plazar la configuracion completa de puntos hacia arriba para que las unidades queden
en el renglon de las decenas, las decenas en el de las centenas, etc. En la cuarta columna

¢ Tomado de Nufez (2003).



SENTIDO NUMERICO

también se multiplica por X, y en la quinta columna por 1. En la sexta columna aparece
la suma de los resultados obtenidos en las columnas 3, 4 y 5.

*X *X *|
° ° LX)
° ° ) ° o000
o0 LN W) LX) ° o0
o0 o ° eo0e0 o0 0
CLXII X XXI = MMMCCCCXXIII = MMMCDXXII

El sistema de numeracion chino

El desarrollo de este sistema se remonta al siglo v a.C. y ha pasado por varias etapas an-
tes de llegar al que presentamos aqui. Los simbolos para escribir los ndmeros son los

siguientes:
—|==w B RN A|F|E|F+|F
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 100 1000 | 10000

En el extracto de un periédico chino se leen algunos datos.” Analicelos para determinar
como funciona el sistema de numeracion:

18

La fecha
12

P> w5

El nGimero del periddico "(if 3 Jt
/ f7 4‘
/ 50 1(* §'

324

B\
I~
x
)
B, )\
I AN

7Tomado de Sierra (2006), p. 189.



60

AN
.3
1]
k-
+

;Qué nimero es el que se representa a la izquierda?

Represente el nimero 50 768.

Este sistema de numeracion es hibrido, es decir, funciona con una técnica aditivo-mul-
tiplicativa. Las operaciones implicadas para escribir 50 768 son las siguientes:

5 veces 10 000 + 7 veces 100 + 6 veces 10 + 8.

Los chinos utilizaban un tablero de cilculo con el que planteaban y trataban una gama
de problemas aritméticos de &mbitos tan diversos como la agrimensura, la astronomia y
el cilculo de impuestos. Ademas, establecieron métodos de resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales y reglas para hacer operaciones con negativos, aun cuando éstos no
eran concebidos todavia como ntimeros, tal y como los reconocemos ahora.

El sistema de numeracién maya

La civilizacion maya habito en lo que hoy es Guatemala, México, Belice y Honduras. Las
fuentes mas importantes de informacion sobre las mateméticas que desarroll6 esta civi-
lizacion corresponden al periodo clasico, que va del 250 al 900 d.C. Una de estas fuentes
son las estelas, columnas que se construian cada veinte anos y en las que se inscribian
jeroglificos. La construccion de las estelas se realizé durante cinco siglos para registrar
acontecimientos importantes, asi como los nombres de sacerdotes y nobles. También se
ha obtenido informacién a partir de jeroglificos en pinturas y en manuscritos. El Codice
de Dresde es uno de los mads importantes documentos de la civilizacion maya: se com-
pone de 39 hojas escritas por ambos lados en las que se encuentran calculos astronémi-
cos, almanaques, tablas astroldgicas y calendarios rituales.

Los mayas desarrollaron un sistema de numeracion posicional, es decir, en el que la
posicion de los simbolos determina el valor que adquieren. La base de su sistema es vi-
gesimal, aunque no es puro porque presenta una anomalia que analizaremos mas ade-
lante. Su sistema s6lo requeria de tres simbolos, por lo que es bastante econdémico: el pun-
to parael 1, la raya para el 5y el valo para el 0.

[ ] ® o [ N N J (X 21 X ] o é g g
1 2 3 4 5 6 7 8
[ ® o ® 0o [ XX XJ an— é
2 EEEE,EE = =
9 10 11 12 13 14 15 16
° o XX IYYY) d
P anmm— @
—_— e —
17 18 19 20



Los niimeros siguientes se obtenian mediante un sistema posicional vertical.

20 21 22 23 24

° ° . ° °
L o ee eoe ooeo

25 26 27 28 29

° ° ° ° °
® oo oee oeoe

Observe que para escribir el 20 anotaban un 6valo abajo (para indicar que en ese nivel
no habia ninguna unidad) y un punto en el nivel de arriba para indicar que en ese nivel si
habia una unidad; es decir, en el nivel inferior estan las unidades y en el que estd inme-
diatamente arriba de éste se escriben los grupos de 20. El ntimero 27, por ejemplo, se
representa con un punto en los grupos de 20 y siete unidades en el nivel inferior.

. ° (XX ® o
Segundo nivel x 20 anm— a—
. . o o o000
Primer nivel x 1 o 9 ———
32 360 254

Algunos estudiosos afirman que el uso que hicieron los babilonios y los mayas del cero
fue para indicar la ausencia de un ndmero en cierta posicion y con ello separar las can-
tidades sin ambigtiedad y no para representar un ntimero como tal.

k Complete la siguiente tabla:

. e o ®
Segundo nivel | x 20 — a—
Primer nivel x 1 —
. S =
40 165

Como se coment, el sistema maya no es vigesimal puro y esto es debido a que en el ter-
cer nivel se esperaria que un punto representara 20 X 20 = 400; sin embargo, para los
mayas, ese nivel representaba 18 x 20 = 360. En los siguientes niveles vuelven a la multi-
plicacion por 20: el cuarto nivel es 18 x 20 x 20; el quinto nivel, 18 X 20 x 20 x 20. ;Cual
es la razén de esta inconsistencia? Al parecer tenia que ver con los célculos astrondmi-
cos, porque para realizarlos era necesario que en el tercer nivel se obtuviera el numero
360, muy cercano a la duracion del ano maya.
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k Resuelva las siguientes sumas: 2% °

0000
— +
——

0- 1

O

Hay quienes afirman que con este sistema de numeracion la multiplicacion y la division
no son posibles debido a la anomalia en la base, otros piensan lo contrario (Fedriani y
Tenorio, 2004). Lo cierto es que, si bien desconocemos sus procedimientos para efec-
tuar operaciones, los mayas fueron capaces de hacer cilculos bastante precisos con su
sistema de numeracion.

El sistema de numeracién hindo

El sistema de numeracion decimal, tal y como lo conocemos ahora, con sus posibilida-
des para representar los nimeros de forma escrita y los procedimientos para operar con
esos nimeros, tuvo sus origenes en la India. Este sistema fue una creacién que se dio
mediante un largo proceso.

Un primer sistema escrito poco eficaz

Desde el siglo 111 a.C. se utilizaba una numeracion escrita cuyas nueve primeras cifras
dieron lugar, siglos después, a las del sistema actual, excepto el cero:

R R

3 8 9

varios siglos, y que también se
empleaba en otros sistemas de
numeracion— es similar a un
recurso que emplean los alumnos
cuando estan aprendiendo la
escritura de los nimeros: es
comun que, para designar el a
20 9

7 629 escriban “7000600209”".

Una caracteristica de estos signos es que estan desvinculados de

Esta manera de escribir —utilizada la cantidad de objetos que representan: ya no se usan siete marcas, ba-
por los sabios hindues durante

rras o puntos para designar siete objetos, sino una grafia convencio-
nal.® Para representar niimeros mas grandes se tenia una cifra para cada
decena, cada centena, cada millar y cada decena de millar. Asi, si se
queria escribir 7 629, se debian unir los simbolos del “7 0007, “600,
“207y“9™

7 000 600

8 Ifrah, 1988, p. 63.



Considere que los simbolos mas grandes con los que se contaba eran los que designaban a
las decenas de millar. ;Cual es el nimero mas grande que se puede escribir con este sistema?

Este sistema presentaba tres limitaciones importantes: a) las operaciones, incluso las su-
mas, resultaban demasiado largas y complicadas; b) la numeracion escrita era muy diver-
sificada porque cada cultura adaptaba las grafias a su propia escritura y entonces éstas
variaban de region en region y de época en época, e incluso de escriba en escriba, lo que
dificultaba su uso y evolucion por las dificultades de interpretacion y de fiabilidad; y fi-
nalmente, ¢) no se podian representar nimeros grandes. Esta cuestién era importante
porque en esa época los estudios astrondmicos requerian dar cuenta de nimeros muy
elevados.’

El origen de los principios de base y posicién
Las ultimas dos dificultades se libraron a partir de una numeracién oral que fue el ger-
men de los principios de base y posicion del sistema actual.

Se asign6 un nombre a los primeros nueve nimeros:

eka dvi tri catur pafica sat sapta asta nava
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Y también a cada potencia de diez, es decir, a la decena, centena, etcétera.

10 dasa

100 sata
1000 sahasra
10 000 ayuta
100 000 laksa

1 000 000 prayuta
10 000 000 kaoti
100 000 000 vyarbuda
1 000 000 000 padma

El resto de los nimeros tenia nombres compuestos. Cabe aclarar que, a diferencia de
nuestro sistema actual, se comenzaba nombrando las unidades, luego las decenas y asi
sucesivamente (pp. 64-65)*. De esta manera, se expresaban ntimeros tan grandes como:

124 406 456 768 230 826

? Ifrah, ibid.
* Las paginas entre paréntesis a lo largo de este capitulo corresponden a Ifrah (1988).
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“sat, dvi dasa, asta sata, tri ayuta, dvi laksa, asta prayuta, sat koti, sapta vyarbuda, sat

padma, panca kharva, catur nikharva, sat mahapadma, catur samdra, catur madhya,
» 10

dvi antya, eka pararddha”

kﬂ‘ En la siguiente escritura complete los nombres que faltan de dos maneras distintas, de for-
ma que —aun siguiendo el orden ascendente de las unidades— se formen nimeros diferentes:

catur, pafica , eka , nava , pafica
catur, pafica , eka , nava , pafica
¢Qué nimeros formé? y

de la ausencia. Se dice, por ejemplo,
“aqui no hay pingtiinos, entonces
hay 0”. Esta acepcion es un tanto
ajena a la funcionalidad que le dio
origen, a saber, la posibilidad de
tener un nombre distinto para

Hasta este momento la posicion no era fundamental: el tamano de cada

El cero se suele ensenar en libros de orden de unidades se mencionaba explicitamente. Pero hacia el siglo v,

texto y de divulgacion como un para abreviar, se eliminaron los nombres de las potencias de diez (dasa,
concepto que da cuenta del vacio,

sata, sahasra, etc.). Este cambio es dréastico en dos sentidos: en primer
lugar, los nombres de los primeros nueve digitos tomaron un valor varia-
ble, dependiendo del lugar en que se encontraban.! En segundo lugar,
piense en los dos nimeros que formé en el parrafo anterior. Si se elimi-
nan los nombres que completo, ;como pueden distinguirse los dos nt-
meros? Para evitar ambigiiedades, es decir, para explicitar los casos en
los que una potencia de diez no formaba parte del nimero fue necesa-
ria la invencion oral del cero: sunya (pp. 65-68).

El siguiente nimero todavia porta los nombres de las potencias de diez. Expréselo supri-

miendo dichos nombres:

“nava dasa, eka sata, catur laksa, dvi prayuta”

Cabe hacer ahora una pequena digresion: para evitar repetir una palabra varias veces,
los sabios hindies —que eran también poetas— utilizaban sindnimos para cada uno
de los nombres de los primeros nueve nimeros y el cero. Veamos dos ejemplos:

Uno Cero
Eka sunya el vacio
Adi el principio bindu el punto
Tanu el cuerpo Kha gagana cielo
pitamaha | el primer padre ambara atmosfera

1 Este sistema es mas sintético que el anterior; mientras que en aquél se tenia un simbolo para el 10, otro para el 20, otro
para el 30, etc., en el nuevo se tiene un solo nombre: dasa, que se compone con los de los digitos para formar las demas
decenas.

W En tri dasa, dvi ayuta, el “tri” no designa “tres decenas”, sino “tres”, lo que multiplicado por 10 es “dasa”. En cambio, en
tri dvi, el nombre “tri” si representa “tres decenas”.




Los sindnimos eran elegidos en funcion del efecto poético deseado y con ello se lograba
fijar los nimeros en la memoria y reducir las posibilidades de error —una equivoca-
cién en un verso rompe la rima y entonces es més facilmente identificable— (pp. 68-72).

Un nuevo sistema escrito que incorpora los descubrimientos del sistema oral

El sistema oral permitia enunciar y conservar los nimeros de manera muy eficiente, pe-
ro seguia teniendo una de las tres limitaciones del sistema antiguo: no se podian hacer
calculos aritméticos.

A nadie se le podia ocurrir sumar flechas, vocales y planetas, ni multiplicar o sustraer océa-
nos por orificios ni dividir los rostros de Brahman por los brazos de Vishnu (p. 73).

Como en muchas otras civilizaciones, los sabios hindtes sortearon las debilidades de
los sistemas oral y escrito recurriendo al dbaco.'? Pero los hindues dieron un paso mas:
cambiaron las piedras del abaco por las nueve cifras de la antigua escritura. Sobre arena
fina marcaban columnas en las que representaban los digitos necesarios para configu-
rar un namero, dejando vacios los espacios que corresponden a las unidades de 6rdenes
que no figuran en el nimero. Por ejemplo, 10 267 000 se representaba asi:"?

MBlslrl

Este sistema derivado del dbaco dio pie a la puesta en juego de métodos de calculo. Vea-
mos, por ejemplo, como se hacia la multiplicacion de 623 por 45:

Sobre la arena se marcan cuatro columnas y se acomodan los
dos nameros de modo que la cifra més alta del multiplican- 2120
do (6) quede en la misma columna que la mas baja del mul- 415
tiplicador (5).

v v

El segundo paso es multiplicar el 6 de arriba por las dos

2|4]6]2]8 cifras del multiplicador. Primero por 4 y el resultado se

coloca a la derecha del 6.

12 El abaco tuvo un uso muy extendido en culturas y épocas diferentes: al tener sistemas de numeracion que no permitian
operar eficazmente, lograban hacer célculos sorprendentes con el dbaco. Por ejemplo, los griegos calcularon “la cantidad
de granos de arena que podria contener la ‘esfera del mundo’ (es decir, la esfera cuyo diametro es la distancia de la Tier-
ra a las estrellas fijas) [y encontraron] un ntimero aproximadamente igual al que expresariamos, en nuestro sistema ac-
tual, con un ‘1’ seguido de sesenta y cuatro ceros” (Ifrah, p. 62). Véase también Pastor y Babini I, 1997.

¥ Tomado de Ifrah, p. 74.

" Tomado de Ifrah, pp. 75-77.

1% Este paso puede explicarse porque al multiplicar centenas por decenas se obtienen unidades de millar.
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v+3 v Luego 6 por 5. Al obtener 30 queda vacio el lugar de las
5 | 4 2 | 3 centenas y el 3 se suma al 4.'°
4 |5
2 | 7 2 | 3 En el tercer paso, se recorren las cifras del multiplicador
4 | s un lugar a la derecha.”
En el cuarto paso se multipli- v v+l
ca el 2 de arriba por las dos 2 /71823 2 7|8 3
cifras del 45, de manera and- 4 | s 4 |5
loga a como se hizo en el se-
gundo paso.
En el quinto paso se recorren nuevamente las cifras del 27|53 3
45 un lugar a la derecha. 415
N

Y finalmente, se multiplica el 3 de arriba por las dos cifras del 45. Al multiplicar 3 por 4
se obtienen 12, por ello se marca un 2 en el lugar de las decenas y se agrega un 1 alas 9
centenas. Son entonces 10 centenas, es decir, 1 unidad de millar:

v+l Vv v+l Vv v v
207,92 3 2 |7 2 |3 2 | 8 3.5
4 |5 415 415

Elresultado es 28 035, que todavia no era claramente concebido como ntimero, tal y co-
mo ahora lo pensamos. Seria mas acorde con la época decir que el resultado es “cinco,
tres decenas, ocho unidades de millar, dos decenas de millar”. Cabe recordar que todos
los pasos se hacen sobre el mismo registro de columnas. Es decir, que cada vez que un
digito se cambia por otro, se borra y en su lugar se escribe el nuevo.

Este procedimiento, bastante largo y cansado, no era accesible para todos: si alguien
necesitaba calcular, por ejemplo, el salario que le debian después de cierta cantidad de
dias de trabajo tenia que acudir con un calculista profesional.

Fue en este punto donde se dio un paso fundamental: la invencion grafica del cero.
Recordemos que en la escritura derivada del dbaco que vimos en el procedimiento an-
terior, el cero no existia todavia. Los nueve digitos tenian un valor fijo y lo que determi-
naba el tamano de las unidades era la columna en la que se ubicaba cada digito. Por otro

1@ Seis centenas por cinco unidades son 30 centenas, es decir, cero centenas y tres unidades de millar que se agregan a las
que se obtuvieron en el cdlculo anterior.
17 Esto es porque ahora el 45 se va a multiplicar por la cifra dos del 623.



lado, en la numeracion oral el cero si se designaba: al no mencionar los nombres de las
unidades, se utilizaban palabras como “vacio” para establecer que determinado orden
de unidades no configuraba cierta cantidad. La conjuncién de estos dos registros, el
grafico y el oral, provoco el abandono de las columnas: los digitos adquirieron un valor
variable segtin su posicion y se le atribuy6 un signo grafico—un punto, representacion
del vacio, y luego un redondel— a la ausencia de unidades de determinado orden. La
concretizacion del sistema posicional respet6 el orden del abaco, no el oral: las unidades
aparecian en orden decreciente, de izquierda a derecha.

En suma, la sintesis de la numeracion oral y la escrita' dio lugar al sistema posicio-
nal como lo conocemos hoy. Para el nimero 9 100 (pp. 78-79):

Tradicion oral Registro escrito en arena

“Atmosfera, vacio, luna, orificios.”

(  cero cero uno nueve)

J
9\oo

Un sistema potente para hacer operaciones

La creacion del cero y el abandono del dbaco favorecieron progresos notorios: poco a
poco se sintetizaron y simplificaron los procedimientos de célculo. Veamos el algoritmo
llamado “por cuadriculas” que se utilizaba para multiplicar a partir del siglo v."”

Hay distintas variantes de dicho algoritmo; mostraremos la que fue utilizada en Es-
cocia en los siglos xv1y xvi1.? Para cada uno de los nueve digitos se utilizaba una vari-
lla que registraba la tabla de multiplicar como la que aparece a la derecha. Para hacer,
por ejemplo, la multiplicacion de 8 309 por 342 se necesitan las varillas con las tablas del
8,3,0y 9y una quinta varilla con los digitos del 1 al 9, como muestra la figura de la pa-
gina siguiente.

La multiplicacion se realiza de la siguiente manera:

Para obtener 8 309 por 2, se suman los términos de la segunda fila, en diagonal, y los re-
sultados se acomodan uno por uno, empezando por la izquierda:

1
6|/ 6|/ 1|/ sl/ El resultado es 16 618.

'8 Es decir, el uso de los nueve digitos del sistema grafico y de los principios de posicion y el cero del sistema oral.

1 Algunos historiadores atribuyen este algoritmo a Napier, un escocés del siglo xv1 que publico tratados sobre teologia
y mateméticas (Colette, 1985, pp. 301-304). Ifrah (1988), en cambio, argumenta que el algoritmo fue creado por los sa-
bios hindues alrededor del siglo v, de ahi fue transmitido a los drabes y después a los europeos, quienes lo llamaron el
“algoritmo de las celosias”

% Tomada de Colette, 1985, pp. 302-303.
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9 1 De manera similar, se obtiene 8 309 por 4:
1 1
s| 2 3 1 0 3 4
2 2 3
7 4 v v v
3 2 3 6
4
6 El resultado es 33 236.
4 4 c
5 Y 8 309 por 3 es 24 927.
4 6 ) )
4 Ahora, es necesario sumar los tres resultados parciales, tomando en
c cuenta la posicion:
7
3
6 . 1 6 6 1 8
2 3 3 2 3 6
7 8 2|49 2|7
9
1 2 8|41 61|78

k Realice las siguientes multiplicaciones con el algoritmo anterior:
547 x 1825 7033 x 4032

Al terminar, haga las mismas multiplicaciones con el algoritmo actual y también con el proce-
dimiento derivado del abaco que describimos anteriormente (utilizando papel y lapiz en lugar
de arena y borrador para sustituir cifras por otras en varios pasos). ;En qué se parecen y en
qué se distinguen las tres maneras de resolver?

El algoritmo de las cuadriculas parece més largo que el que empleamos hoy, no obstante,
tiene un par de ventajas: no se impone ningtin orden en la realizacion de célculos par-
ciales, no es necesario saberse las tablas de multiplicar y, ademas, las llevadas se hacen
en el tltimo paso, mientras que en el algoritmo actual se hacen desde el inicio.* Por otro
lado, respecto a los métodos de calculo anteriores, representa un avance considerable:
permite rastrear los errores e implica una reduccion importante de los calculos. Constitu-
ye uno de los antecedentes de nuestros algoritmos actuales.

En definitiva, conferirle al cero el estatuto de nimero permitié el desarrollo de pro-
cedimientos de célculo de sumas, restas, multiplicaciones, divisiones, potencias y raices, y
mas atn, dio origen a la construccion de ideas y herramientas que se erigieron en germi-
nales de lo que hoy conocemos como los niimeros negativos y el algebra (Ifrah, 1988).

*! Estas ventajas, y otras con respecto a métodos de célculo anteriores e incluso a otros sistemas de numeracion un poco
menos complejos, como el chino, han sido seialadas por Sierra, 2006.



Brousseau (1973, 1985 en Sierra, 2006, p. 106) argumenta que, en un proceso de aprendizaje,
puede ser pertinente que los alumnos conozcan el algoritmo de “cuadriculas” o “celosias” antes
del convencional, dado que el primero puede ser mas accesible para ellos. Hay otro algoritmo
que también es valorado en la ensefianza, denominado “de doble entrada”.

Con este procedimiento, la multiplicacion de 345 por 27 se hace asi:

300 40 S
20 6000 800 100
7 2100 280 35

Y simplemente se suman los resultados parciales.

Actualmente se considera que, para los alumnos, el sentido de los algoritmos es similar al que han
tenido en la historia: el de ahorrar procedimientos de calculo mas sencillos pero también mas
largos y cansados. Si bien no se trata de ensefiarles siguiendo el proceso historico tal cual, si es

importante que tengan a disposicion una variedad de procedimientos de resolucion, desde los que

ellos pongan en juego por si mismos, pero que probablemente tienen un uso restringido, hasta los
algoritmos convencionales que tienen mayor amplitud de uso pero son mas complejos.

Comparaciéon de los distintos sistemas

Una vez revisadas las caracteristicas de estos sistemas de numeracion, podemos aventurar
algunas hipotesis acerca de por qué el sistema decimal que utilizamos se impuso sobre
otros sistemas.

Pensemos, en primer lugar, en lo respectivo a la representacion escrita. De acuerdo con
Ermel (1977, cit. en Sierra, 2006), un sistema de numeracion se preferird sobre otro
cuando la escritura de un namero:

a) Requiera menos simbolos, de modo que sea facil memorizarlos y la longitud de las
escrituras no haga dificil su lectura.

b) Se haga de manera univoca, es decir, que no haya dos escrituras diferentes para un
mismo nimero ni una misma escritura para dos nameros distintos.

¢) Permita el ordenamiento del modo mads simple posible.

En cuanto a las operaciones basicas se preferird un sistema sobre otro si:

d) La realizacion de sumas y restas, asi como multiplicaciones y divisiones, es mds eco-
ndémica y confiable.

@S~ Haga un ejercicio de comparacion de los sistemas considerando estos criterios de la si-
guiente manera:
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a) ;Cual requiere de menos simbolos?
Escriba el nimero 3 903 en sistema:

Egipcio Romano Chino Maya

En el sistema decimal, los nimeros 111 y 999 tienen tres digitos. Escriba estos dos nimeros
en |os otros tres sistemas en los que la base es diez: ;se requiere en ambos la misma cantidad
de digitos?

Egipcio Romano Chino

111
999

El sistema chino tiene las mismas caracteristicas que el sistema oral que se desarroll6 en la In-
dia antes del uso del abaco con las grafias de los digitos. Invente una manera de escribir el si-
guiente nimero de manera que tenga las mismas abreviaciones que se lograron con la escri-
tura oral del sistema hindu:*

L 4NE =

b) ;La escritura es univoca?
Escriba cada nimero en el sistema que se pide. Si en algln caso considera que no se puede,
explique por qué:

15 003 916 en egipcio:

600 000 en romano:

100 000 en chino:

128 000 103 en maya:

Observe que en algunos sistemas cada vez que se llega a un cierto nimero es necesario inven-
tar un simbolo nuevo. ;En cual no sucede esto?

En una etapa del desarrollo del sistema decimal de numeracion —el hindd—, la escritura no era
univoca, es decir, habia varias escrituras posibles para un mismo nimero. ;Cual fue esa etapa?

¢) ¢Coémo se comparan distintos nimeros?
Para cada sistema, ordene la serie de nUmeros correspondiente, de menor a mayor, sin tradu-
cirlos al sistema decimal, excepto en el Gltimo caso:

2 En lugar de escribir el nimero de arriba hacia abajo, lo hacemos de izquierda a derecha.



Sistema egipcio:
/R g
I

Sistema maya:

Ay A NI 1199
E o ononnnl1??” 1 o RN

o000 L l
=1 = =1 =
Sistema romano: CCCXXXIII CDLV M DXLIV
Sistema hindi: 1 430 027 9999 46 031 45 873 71924

Sistema chino: A *5 — 4@ EN -+ 3

=4 1% = 41E

¢En qué sistemas los nimeros mas grandes son los que requieren mas simbolos y los mas pe-

quenos, menos?

Observe que en el sistema decimal el tamafio de la escritura de un nimero depende del tama-
fio del propio nimero. Asi, para comparar dos nimeros basta con ver la cantidad de digitos de
cada nimero. Si uno tiene mas, ése es el nimero mayor. Si son iguales, se compara el primer
digito y el que es mayor corresponde al nimero mayor. Si son iguales, se compara el segundo di-
gito, y asi sucesivamente. En el sistema maya, la comparacion es analoga.

d) ;Qué tan eficientes son los algoritmos de calculo?
En cada uno de los sistemas, escriba el nimero 99. Después, sin usar las reglas de nuestro sis-

tema, multiplique el nimero por 10. ;Qué sucede en cada caso?

Haga la multiplicacion de 643 por 22 usando cada uno de los siguientes métodos:

« El algoritmo de duplicacién-mediacion egipcio.

« La técnica romana que utiliza el abaco.

« La técnica del sistema hindl que parte del abaco pero con el uso de signos numéricos.
« El algoritmo de cuadriculas hindd.

« El algoritmo convencional actual.

¢Alguno es demasiado largo? ;En alguno hay mas riesgo de cometer errores?

A manera de reflexion final, responda las siguientes preguntas:

« En los sistemas revisados en este apartado, ;encontré algunos que se parecen?, scuales?, sen
qué?

» ;Cual sistema considera que es el menos econémico en cuanto a la representacion escrita?

(Y en cuanto a los calculos?
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Nos parece pertinente hacer una tltima aclaracion: si bien los criterios que hemos des-
crito parecen “logicos” para entender por qué el sistema decimal es el que se utiliza en
la ciencia y la tecnologia, y el que buena parte de la poblacion mundial aprende y em-
plea, es cierto que no es el tinico sistema en uso en la actualidad. Desde sus origenes, un
sistema de numeracion estd estrechamente ligado a la vida de las personas, se desarrolla
en funcion de las necesidades que surgen respecto a su organizacion social como la me-
dicién, el ordenamiento y la contabilidad. De esta manera, un sistema mads “precario”
que el decimal puede ser ttil para determinada poblacién, en la medida en que se ade-
cue a sus necesidades especificas o sea accesible para quienes no son calculistas exper-
tos.” El abandono de determinado sistema de numeracién por otro no sélo depende
de su mayor funcionalidad, también de la forma de interaccion entre diferentes pobla-
ciones.

FRACCIONES

Las actividades humanas dieron lugar a la necesidad de tener nimeros para contar y
también nimeros para medir. Para contar tenemos los nimeros naturales (como 1, 2,
67,1232, etc.) y para medir tenemos las fracciones, que son ntimeros que nos permiten
representar cantidades no enteras.

En este apartado se visitan algunos momentos en la historia del desarrollo de los na-
meros racionales en el antiguo Egipto, en la Grecia clasica y en Europa durante los siglos
xvral xvir. A partir de algunos hechos especificos o desarrollos matematicos de la épo-
ca, se estudian cuestiones relativas a las fracciones como la equivalencia, las operaciones,
los repartos y la medicion.

Fracciones en Egipto

“Célculo exacto para entrar en conocimiento de todas las cosas
existentes y de todos los oscuros secretos y misterios.” Este es el
encabezado de un papiro sobre matematicas del antiguo Egipto
al que se le conoce como el Papiro de Rhind —apellido del
coleccionista que lo adquirié— o Papiro de Ahmes —escriba 'y
autor del mismo—. Data del afio 1650 a.C. y esta compuesto
de problemas matemdticos dirigidos principalmente a ensenar
a los escribas tareas de contabilidad propias de su oficio, entre
las que se encontraban repartos de pan y cerveza, mezclas de co-
mida para ganado y almacenamiento de granos, razon por la que
incluian sumas, restas, multiplicaciones y divisiones de nimeros
enteros y fracciones, potencias, raices cuadradas, algunas ecua-
ciones, calculo de areas y volimenes.

© Latin Stock México.

# Por ejemplo, el sistema de numeracion griego era bastante rudimentario y si no se desarrollé no fue por falta de genia-
lidad de los sabios griegos, sino porque no lo necesitaban: no les interesaban demasiado las cuestiones de orden practico
(Ifrah, 1988).



Cuenta la historia que el malvado dios Seth
mat6 a su hermano Osiris. Afios mas tarde, Ho-
rus, el hijo de Osiris, se enfrenté a su tio Seth
para vengar a su padre. En dicha batalla, el ojo
izquierdo de Horus fue seccionado en partes de
distinto tamano que fueron asociadas a fraccio-
nes unitarias conocidas como Fracciones del ojo
de Horus. La parte izquierda de la pupila equi-
vale a 1/2,la pupila a 1/4, las cejas a 1/8, la parte
derecha del ojo a 1/16, la parte inferior vertical
bajo el ojo a 1/32 y la parte inferior diagonal del ojo a 1/64. Estas fracciones se usaban
principalmente para medir el trigo y la cebada empleando como unidad de medida el
heqat, que es una unidad de capacidad y equivale a unos 4.8 litros.

Los egipcios desarrollaron un sistema para escribir éstas y otras fracciones mediante
un simbolo especial: una especie de circulo encima del nimero. Por ejemplo, éstos son
los ntimeros 3, 5y 249.

000 ﬂ ﬂ
T HRBRR TR .29

3 5 249

Y anadiendo a esos nimeros el simbolo circular representaban las fracciones 1/3,1/5y
1/249.

= | <= W A [ <=
T EERHR nAn .22

1/3

El uso de fracciones es uno de los rasgos mas distintivos de la matematica egipcia, espe-
cialmente porque, salvo pocas excepciones, las fracciones egipcias tenian siempre como
numerador uno, es decir, eran fracciones unitarias (por ejemplo, 1/2, 1/13, 1/25, etc.).
Una fracciéon como 3/4 no podia escribirse con numerador tres ni mediante una suma
de fracciones iguales, o sea, 1/4 + 1/4 + 1/4. ;Cémo las representaban entonces? Obser-
ve estos dos casos: 3/4 y 19/20.

3/4=1/2+1/4
19/20=1/2+1/4+1/5

Las fracciones con numerador distinto de uno se expresaban mediante sumas de frac-
ciones con numerador uno, pero los sumandos siempre tenian que ser diferentes.
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Lﬂ‘ Represente las siguientes fracciones como una suma de fracciones unitarias. Recuerde que
no puede haber sumandos iguales.

6/8

4/5

5/6

8/15

11/12

Como imaginard, usando ese sistema las representaciones no son tnicas; por ejemplo,
19/20 también se escribirfa como 1/2 + 1/3 + 1/9 + 1/180; sin embargo, no serfa la que
hubieran empleado los egipcios.

;Cudl era la mas adecuada para ellos? A partir de estudios sobre las mateméticas egip-
cias, se han establecido criterios que han orientado a los matematicos y escribas para
decidir cudles representaciones eran adecuadas.

* De todas las representaciones posibles, se aceptan aquellas que poseen el menor na-
mero de fracciones. Ninguna representacion debe tener mas de cuatro fracciones ni
un denominador mayor de 1 000.

® Las fracciones se colocan por orden decreciente sin que se repitan nunca.

e La primera fraccion serd aquella con el menor denominador posible, pero se aceptara
una fracciéon que tenga un denominador ligeramente superior si ésta permite reducir
considerablemente el denominador de la tltima fraccion.

e Las fracciones con denominadores pares se prefieren a las impares.

Evidentemente, el problema para los escribas era encontrar estas representaciones. El
Papiro de Ahmes incluye una tabla en la que se representan todas las fracciones con nu-
merador dos y denominador impar entre 5y 101 como suma de fracciones unitarias.

La tabla en la p. 70 es una reproduccion de la escrita por Ahmes en la que se mues-
tran fracciones con numerador 2 y denominador 7, y las fracciones unitarias cuya suma
da2/n.

@S~ Logicamente, en la tabla antes mencionada se eliminan las descomposiciones en las que el denominador es par. Expli-
que por qué y ponga un ejemplo.
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Fraccion Representacion Fraccion Representacion
2 1 1 2 1 1 1
— R — - —
5 3 15 53 30 318 795
2 11 2 11
7 4 28 55 30 330
2 [I,T 2 1,1
9 6 18 57 38 114
2 1 1 2 1 1 1
— —+— — —t—t—
11 6 66 59 36 236 531
2 1 1 1 2 1 1 1 1
— =+ — — b=
13 8 52 104 61 4 244 4838 610
2 |11 2 (1.1
15 10 30 63 42 126
2 1 1 1 2 1 1
J— _—t—t— _ —
17 12 51 68 65 39 195
2 1 1 1 2 1 1 1
— e e — —dp——p—=
19 12 76 114 67 40 335 536
2 1.1 2 1.1
21 14 42 69 46 138
2 1 1 2 1 1 1
e == = —dp——at=——
23 12 276 71 40 568 710
2 [LI 1T 2 (1,1 .1 .1
25 15 75 73 60 219 292 365
5 1 1 2 1 1
el — 4+ - ===
27 18 54 75 50 150
2 1 1 1 1 2 1 1
= —df=—=af——tr=—— — R
29 24 58 174 231 77 44 308
2 T 1 1 2 1 1 1 1
= = = — ettt ——
31 20 124 155 79 60 237 316 790
2 1 1 2 1 1
= ——= — —df=—
33 22 66 81 54 162
2 O 2 -, -, 41
35 30 42 83 60 332 415 498
2 Lo 1 2 1,
37 24 111 296 85 51 255
2 1.1 2 1,1
39 26 78 87 58 174
% 1 1 1 2 1 1 1 1
= — = —
41 24 246 328 89 60 356 534 890
% 1 1 1 1 2 1 1
= —t—t—+— — —F=—
43 42 86 129 301 91 70 130
2 1 1 2 1.1
45 30 90 93 62 186
2 4 2 1 2 R
47 30 141 470 95 60 380 570
2 1 1 2 11 1
= —4= — —d———t—
49 28 196 97 56 679 776
2 1 1 2 1 1
— —f= — —=—
51 34 102 99 66 198
2 1 1 1 1
— —t—t—+—
101 101 202 303 606
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Muchos estudiosos de las matematicas egipcias se han preguntado por qué solo utiliza-
ban fracciones unitarias, eleccion que sin duda hace mas complicada la representacion
y las operaciones con fracciones. Una explicacion es que las fracciones surgen como
una necesidad préctica al hacer repartos igualitarios en situaciones de la vida diaria, de
esta manera, las fracciones egipcias son una suma de resultados parciales al efectuar un
reparto en fases sucesivas. Por ejemplo:**

Repartir dos pasteles entre cinco personas de manera que no sobre nada
y a todos les toque la misma cantidad. ;Cudnto le tocaria a cada quien?

Una primera idea para hacer el reparto seria dividir cada pastel en cinco partes iguales
y darle dos a cada persona, con lo que tendriamos 2 + 5 = 1/5 + 1/5.

Técnica de reparto Resultado del reparto

Pero los egipcios no hacian asi los repartos, ellos trataban de hacer la primera division

en una parte lo mds grande posible y el resto seguian dividiéndolo en varias fases por
aproximaciones sucesivas. Habrian hecho algo como: a cada persona le tocard menos de
un pastel completo; entonces podemos dividir cada pastel en dos partes iguales, pero ten-
driamos sélo cuatro partes y no alcanzan para las cinco personas. Entonces dividimos cada
pastel en tres partes iguales, con lo que tenemos seis partes, le damos una a cada una de las
cinco personas y sobra una de esas partes. La parte sobrante se divide en cinco partes igua-
les, se le entrega una de esas partes a cada persona y el reparto estard terminado.

Técnica de reparto Resultado del reparto

1
El reparto quedaria 2+5=—+2 = -+ —
5

Observe que la primera division del entero(s) es en la mayor parte posible, luego el so-
brante también se divide en la mayor parte posible, etc., razon por la cual las fracciones
egipcias siempre quedaban escritas en orden decreciente.

2 Tomado de Gairin, José (2001).
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h‘ Realice los siguientes repartos como lo harian los egipcios.

3 pasteles entre 5 personas. A cada quien le toca

2 pasteles entre 7 personas. A cada quien le toca

4 pasteles entre 9 personas. A cada quien le toca

La representacion de fracciones mediante el sistema egipcio también se entiende me-
diante la recta numérica.” Observe:

Ya sabemos que al repartir 4 pasteles entre 5 personas, el resultado serd 4/5, asi que
ubicamos esa fraccion en la recta.

0/2 1/2 4/5 2/2

Regla1/2

Ahora emplearemos una regla: dividir la recta en 2, 3,4... n partes en ese orden, de ma-
nera que para la fraccion a/b (que es la que se obtiene como resultado del reparto) se
cumpla que 1/n <a/b <2/n.

Se trata de empezar repartiendo la mayor parte posible siempre y cuando se cumpla
la condicion. En este caso, se hace la primera division en medios. ;Se cumple que 1/2 <
4/5 < 2/22 §i, por lo que la fraccion 1/2 sera parte de los términos de la suma.

Continuamos con la fraccién 4/5 — 1/2 = 3/10. Localizamos 3/10 en la recta y proce-
demos a la siguiente division, ahora en tercios. ;Se cumple que 1/3 < 3/10 < 2/3? No se
cumple, por lo tanto 1/3 no sera un término de la suma.

» Tomado de Lopez (2008).



0/3

Seguimos dividiendo, ahora en cuartos.

3/10 1/3 2/3 3/3

0/4

Regla1/3

;Se cumple que 1/4 < 3/10 < 2/42 Si se cumple, por lo tanto, 1/4 serd un término de la
suma. Ahora seguimos con la fraccion 3/10 — 1/4 = 1/20. Como 1/20 es una fraccién
unitaria, el reparto estd completo. Tenemos entonces que 4/5 expresada mediante frac-
ciones egipcias es 1/2 + 1/4 + 1/20.

1/4 3/10 2/4 3/4 4/4

) I '

Regla1/4

F Utilizando este procedimiento, exprese 5/12 mediante fracciones egipcias.

Fracciones en la vida de Diofanto

La Antologia palatina es una coleccion de mas de 3 700 composiciones poéticas de muy
diversa indole, compilada en el siglo x en Constantinopla por Constantino Céfala. Se le
llama palatina porque la Gnica copia manuscrita que se conocié por mucho tiempo per-
tenecia a la biblioteca del Palatinado en Heidelberg, Alemania.

Los quince libros que la componen fueron objeto de intrigas, robos y restauraciones
durante siglos; no obstante, se conservan 22 acertijos de temas matematicos que se atri-
buyen a Metrodoro de Bizancio (siglo 1v d.C.). En uno de ellos se menciona al matema-
tico Diofanto de Alejandria, quien vivi6 en el siglo 111 d.C.:

En esta tumba reposa Diofanto. La maravilla es que la tumba cuenta ingeniosamente la
duracion de su vida. Dios le concedi6 ser un nifio durante una sexta parte de su vida.
Anadié una doceava parte antes de vestir sus mejillas con vello. Le encendio la llama del
matrimonio después de una séptima parte, y cinco anos después de su matrimonio le
concedié un hijo. jAy, desdichado nifo tardio! Tras alcanzar la medida de la mitad de la
vida de su padre, la Parca helada se lo llevo. Y, tras consolar su herida con la ciencia de los
numeros durante cuatro anos, acab6 su vida (problema 126).

En la Antologia palatina no hay mas que este enunciado; pero, con las herramientas ma-
tematicas actuales, podemos plantearlo mediante una ecuacion.

X X X X s44=x
6 12 7 2
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En la época y lugar en la que se escribi6 este problema no habrian hecho tal plantea-
miento ni lo resolverian algebraicamente operando con la incégnita. ;De qué manera
se solucionaria? Observe lo siguiente: todas las fracciones de la ecuacion tienen un nu-
merador desconocido (la incognita), pero se conocen todos los denominadores.

Encuentre un denominador comun a esas fracciones y escriba la ecuacion utilizandolo. Su-

me las fracciones obtenidas.

Observe que la diferencia entre la suma de las fracciones y el denominador comtn es
precisamente el 9 (obtenido de 5 + 4).

;Cudl es la solucién al acertijo?

Fracciones y los sistemas de medida

Babilonios, egipcios, chinos y griegos inventaron formas de
representar y operar cantidades menores que la unidad. Sus
caracteristicas dependian de los sistemas de numeracion
que habian desarrollado paralos naturales (especificamen-
te la base,*® posicion y el uso del cero); mientras los chinos
y egipcios tuvieron una base decimal, los babilonios y grie-
gos utilizaron una sexagesimal.

El célculo con fracciones sexagesimales™ alcanzé un de-
sarrollo muy importante; su empleo se generalizd y se man-
tuvo durante siglos en la astronomia y en algunas édreas de
las matemadticas, como la trigonometria. Aunque algunos
matemdticos ya habian utilizado una base decimal para ex-
presar cantidades no enteras, se considera que Simon Ste-
vin fue quien las difundi6 de forma importante.

Stevin nacid en Brujas, Bélgica en 1548. Como otros
personajes renacentistas, incursiond en diversos ambitos
trabajando como contador, ingeniero y en las fuerzas mili-
tares. Public textos sobre geometria, aritmética, dlgebra,
fisica, ingenieria, navegacion, defensa militar, filologia,

Simon Stevin | © Latin
Stock México.

% La base se refiere a la potencia que se utiliza para la numeracion. El sistema que utilizamos es decimal o de base 10
porque en él se hacen agrupaciones de 10 (10 unidades es una decena, 10 decenas una centena, etcétera).

7 En las fracciones decimales, la primera division de la unidad es en 10 partes (10™'), la segunda es en 100 (10), la tercera
en 1000 (107), etc.; asi que el nimero 0.125 o0 125/1000 es la suma de 1/10 + 20/100 + 5/1000. En las fracciones sexage-
simales, la primera division de la unidad es en 60 partes (60'), la segunda en 3 600 partes (602), la tercera en 216 000
partes (607) y asi sucesivamente; el nimero 0.125 en base decimal serfa 7/60 + 30/3600.



astronomia y politica. Ademads de distinguirse por esta diversidad, Stevin fue un entu-
siasta divulgador de la ciencia. Mientras las instituciones comerciales guardaban celo-
samente tablas de interés simple y compuesto en una época en la que operaciones como
la multiplicacion y la division estaban fuera del alcance de la mayoria de las personas,
Stevin las publicé incluyendo ejercicios practicos. Su trabajo con los nimeros decima-
les también fue inspirado por la idea de difundir un método practico para el célculo.
The Thiende (1585) es un manual dirigido a astrénomos, agri-

" 7 T mensores, tapiceros, vinateros, gedmetras, banqueros y todo tipo
! THIENDE de mercaderes, para que simplificaran las operaciones aritméti-
} Lz;lﬂﬂc&nug’tlm-khhnhr“ d d M l d f : 1 :
g S cas usando decimales en vez de fracciones. En la primera parte
hecle foader ghebeokenen . . 7 .
i b susiy. del libro, Stevin define los nimeros decimales y propone cuatro

!
van Bragghe
!,

maneras de representarlos, en las cuales atin conserva una fuer-
te influencia de la notacion sexagesimal:

nyc:i;;;;r;»r.-n,. 8 (0)9(1)3 (2)7 (3 [=8937]

M D LXXXV.
Py

— 0o

5 7 8 9 [=5789]
732 (2) [=7,32]
5 (2) 4 (5) [=0,05004]

Los nimeros en los circulos indican la posicion: el cero se pone a la parte entera e indica
el comienzo de las divisiones decimales, el 1 “primera” —o sea, la razén 1/10—, el 2 “se-
gunda” —o sea la razon 1/100—, y asi sucesivamente.

En la segunda parte del libro se estudian las operaciones (suma, resta, multiplicacion,
division y raices). El resultado en esta suma se leeria hoy como 30 enteros, dos décimas,
siete centésimas y seis milésimas.

©OG

2 3 4 71
0
7

6 8 5
30 2 6
Por tltimo, Stevin presenta en un apéndice problemas précticos de aplicacién para los
decimales.

La representacion de los niumeros decimales que utilizamos actualmente, en la que

un punto o una coma® separan la parte entera de la no entera, fue propuesta por John
Napier en 1617.

# Si bien en México hemos usado el punto decimal, de manera oficial el Sistema General de Unidades de Medida (Nom-
008-SCFI-2002) indica el uso de la coma decimal.
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Como vimos, las fracciones egipcias se expresaban mediante la suma de fracciones uni-
tarias, todas distintas y en orden decreciente. En un intento de comparacion, para hacer el
siguiente reparto considere que cada division puede hacerse solamente en un niimero de
partes igual a 10, 100, 1 000 o cualquier potencia de 10. Si se repartieran 3 pasteles entre
4 personas:

Técnica del reparto

Resultado del reparto

=

20
7 0 7 5
Elreparto quedaria3 +4=3+4=—410 -~ 4 -
10 4 10 100

Si este reparto se hubiera hecho con fracciones egipcias, se obtendria: 3 +4 = 1/2 + 1/4.

Si los dos repartos son correctos, entonces 1/2 +1/4=7/10 + 5/100.
¢Es correcta esta igualdad?

Si esto es verdadero, entonces 3/4 = 75/100.

kﬁ" Realice los siguientes repartos utilizando este procedimiento.

3 pasteles entre 5 personas.

A cada quien le toca

3/5=
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5 pasteles entre 20 personas.

A cada quien le toca

5/10 =

7 pasteles entre 20 personas.

A cada quien le toca

7/20=

32 pasteles entre 50 personas.

A cada quien le toca

32/50 =

Aunque la utilizacién de los nimeros decimales facilitaba el calculo, Stevin también plan-
ted la necesidad de unificar los sistemas de medidas.

Segtin Josefo (cit. en Kula, 1980), ademas de dar muerte a Abel, Cain cometio otro ac-
to abominable: inventar pesas y medidas. Esa invencion transformé hechos cotidianos
que hasta entonces se vivian con naturalidad en terreno para multiples estafas.

Sea o0 no cierto que a Cain se deba el uso de ciertas unidades de medida, las medidas
antiguas tenfan significado en la vida de las personas, es decir, las magnitudes conside-
radas y las unidades empleadas respondian a realidades sociales. Por ejemplo, durante
mucho tiempo se midio la tierra por el tiempo de trabajo necesario para que rindiera
frutos y en ese parametro se consideraban muchas otras caracteristicas del terreno (plano,
inclinado, rocoso, fértil, etc.) y no sélo su extension. Otras magnitudes, como la longi-
tud, se median con unidades distintas dependiendo del objeto a medir: “el pie para dis-
tanciar las plantas de patatas, el paso para la longitud, el codo para las telas, jamas para
maderas, que se median en varas” (Moszynski, cit. en Kula, 1980, p. 5). Las magnitudes y
las unidades para medirlas fueron cambiando conforme se iban produciendo transfor-
maciones sociales.

En muchas de las magnitudes, las unidades de medida tenian multiplos duodecima-
les o vigesimales, mientras que casi todas las subunidades eran divididas en mitades y
algunas veces en tercios. Es decir, que las subunidades cabian un nimero exacto de ve-
ces en las unidades mayores. Un pie es la tercera parte de una yarda. Una pulgada, la do-
ceava parte de un pie.

Algunas magnitudes tuvieron muchas subunidades, por ejemplo, en una encuesta
que realiz6 la Academia de Ciencias en 1791, la localidad de Lunéville (Francia) mani-
fest6 que para medir aridos (frutos secos, legumbres, arena, etc.) utilizaban el resal, que
consta de ocho unidades llamadas boichot, que se dividen en seis pots, que se dividen en



E‘ Complete: 1 pie = pulgadas

1 pulgada = yardas
1yarda = pulgadas
1yarda = pies

dos pintes, éstos en dos chopines, la chopine en dos setiers, y éste en tres verres (Kula, 1980).
El manejo de tantas subunidades con divisores distintos debié entraiiar mucha dificul-
tad, confusiones y estafas en el comercio.

El uso generalizado de los ntimeros decimales se fue dando paulatinamente de la ma-
no de grandes cambios sociales. Con la Revolucion francesa (1789), se propuso una
unidad que tendria que usarse en todo el pais para medir la longitud y asi dejar atras los
problemas comerciales que ocurrian al usar dos o més unidades distintas. Se pensé en
crear una nueva unidad que ya no estuviera ligada al cuerpo humano (como el codo o
el pie) sino a la Tierra, asi que enviaron a varios equipos a medir cuidadosamente la dis-
tancia entre dos puntos (Barcelona y Dunkerque) y determinar un arco de meridiano.
Con tal medida se infiri6 la del meridiano y esa longitud, dividida entre 40 millones, fue
llamada metro.”

En un discurso dado en la Escuela Normal Superior de Paris en 1794, Laplace, astré-
nomo, matematico y profesor de dicha institucion, dijo:

Interrumpo hoy el orden de las lecciones de matematicas para hablar del sistema de pe-
sas y medidas que acaba de ser definitivamente decretado por la Convencién Nacional.
Uno de los objetos més ttiles de los que se ocuparan cuando vuelvan a sus provincias se-
ré el hacer conocer a sus conciudadanos, y especialmente a los maestros de las escuelas
primarias, este beneficio de las ciencias y de la revolucion. Lo voy a exponer aqui en de-
talle debido a su importancia. Es inimaginable el nimero prodigioso de medidas en uso,
no solamente en los distintos pueblos, sino en una misma nacion: sus divisiones curiosas
e incomodas para los célculos; la dificultad de conocerlas y compararlas; en fin, los apu-
ros y los fraudes que de ello se deducen en el comercio. Uno de los mayores servicios que
las ciencias y los gobiernos podrian hacer a la humanidad es, por tanto, la adopcion de un
sistema métrico cuyas divisiones uniformes se presten lo més facilmente posible al cdlcu-
lo, y que se obtenga de la manera menos arbitraria posible de una medida fundamental,
indicada por la misma naturaleza. El pueblo en que se diera un sistema semejante de me-
didas uniria a la ventaja de recoger él los primeros frutos, la de ver su ejemplo seguido por
los otros pueblos, de los que se convertiria asi en bienhechor puesto que el imperio lento,
pero irresistible de la razén, vence a la larga las envidias nacionales y todos los obstaculos
que se oponen al bien de una utilidad, generalmente sentida por todos. [...]

Tal es el nuevo sistema de pesas y medidas que los sabios han ofrecido a la Conven-
cion Nacional, que se ha apresurado a aprobarlo. Este sistema, fundado en la medida de

¥ La definicion ha ido cambiando. Hoy dia la longitud del metro se define como el trayecto que la luz recorre en el vacio
en 1/299792458 segundos.
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los meridianos terrestres, conviene igualmente a todos los pueblos: no se relaciona con
Francia mas que por el arco de meridiano que la atraviesa, pero la posicion de este arco
—cuyas extremidades llegan a los dos mares y se corta por el paralelo medio— es tan
ventajosa que los sabios de todas las naciones, reunidos para fijar la medida universal, no
hubieran podido hacer otra eleccion. Por tanto nos esta permitido esperar que un dia es-
te nuevo sistema serd generalmente adoptado. Es, sin comparacién, més sencillo que el
antiguo, tanto en sus divisiones como en su nomenclatura y presentara muchas menos
dificultades a la infancia.

Ustedes tendran dificultades cuando lo expliquen a los maestros, a los que una larga
costumbre ha familiarizado con las antiguas medidas. Les parecerd muy complicado, pues
el hombre se inclina naturalmente a atribuir a la complicacion de las cosas el esfuerzo
que sus prejuicios y sus costumbres le ocasionan para concebirlas; pero su celo ilumina-
do superara estos obstaculos (cepic, 1980, cit. en Centeno, 1997).

Sin embargo, fue hasta 1840 cuando el uso del sistema decimal de medidas se hizo obli-
gatorio en todo el pais y tomd mucho mds tiempo que su uso se extendiera y generaliza-
ra porque, mas alla de los criterios cientificos que lo fundamentan, su empleo significé
la imposicién de unas naciones sobre otras y el dejar atras siglos de usos y costumbres
respecto a la medicion en las actividades humanas.

Unos anos mas tarde, en 1889, la Convencion del Metro comenz6 a celebrar confe-
rencias en las que se fueron definiendo otras unidades, como el litro (volumen equiva-
lente a un decimetro ctibico) y el kilogramo (la masa de agua en un decimetro cibico [li-
tro] a cierta presion y temperatura), todas con multiplos y submultiplos decimales.”

En la siguiente tabla aparecen las unidades base’! de las magnitudes longitud, ca-
pacidad y peso en la columna del ndmero 1. A la izquierda estdn sus maltiplos (1 metro
= 0.1 decdmetros, etc.) y a la derecha sus submuiltiplos (1 metro = 10 decimetros, etcé-
tera).

0.001 0.01 0.1 1 10 100 1000
kilometro hectometro decametro metro decimetro centimetro milimetro
kilolitro hectolitro decalitro litro decilitro centilitro mililitro

tonelada kilogramo hectogramo decagramo gramo

Dado que los mdltiplos y submuiltiplos de casi todas las magnitudes son decimales,’* una
misma medida puede expresarse de diferentes maneras corriendo el punto a cualquier
unidad de cierta magnitud: 3 centimetros = 0.3 decimetros = 0.03 metros, etcétera.

Para el caso de las magnitudes cuadraticas, pensemos en un cuadrado que mida 10
metros por lado, su drea serd de 10 m X 10 m = 100 metros® o un decdmetro®. Observe
que al expresar esa medida en decimetros cuadrados se quitaron dos ceros.

% La Conferencia de Pesos y Medidas sigue reuniéndose cada cuatro anos. En dichas reuniones se revisan las definicio-
nes de las distintas unidades de medida y se incorporan otras cuando es necesario; por ejemplo, en la de 1999 se adopt6
la unidad katal (que equivale a un mol por segundo) y en la del 2007 se revis6 la definicion de kelvin.

*! La unidad basica de la masa es el kilogramo y es la tinica que lleva el prefijo kilo—.

2 A excepcion de las magnitudes tiempo 'y dngulos, que son sexagesimales.
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0.000001 0.0001 0.01 1 100 10 000 100 000
kilometro? hectarea decametro? metro? decimetro? centimetro? milimetro?
El volumen de un cubo cuya arista mida 10 metros, serd de 10 m x 10 m X 10 m =1 000
metros® o un decametro®. Al expresar esa medida en decimetros cibicos se quitaron tres
ceros.
0.000000001 0.000001 0.001 1 1000 1000 000 1000 000 000
kilometro® hectometro? decametro® metro® decimetro® centimetro® milimetro®
(litro) (mililitro)
PROPORCIONALIDAD

La proporcionalidad se ha ensefiado en la primaria por lo menos desde el siglo x1x y en
todo este tiempo ha sufrido grandes transformaciones en los programas y libros de texto.

A finales del siglo x1x y principios del xx, la primaria tenfa un caracter terminal: los
alumnos que egresaban se insertaban en el mundo laboral. Por ello, en la escuela se es-
tudiaba la proporcionalidad fundamentalmente por sus aplicaciones pricticas en am-
bitos como el comercio: se estudiaban problemas de interés, descuento, aligaciones, que
se resolvian principalmente con la regla de tres (Comin, 2002).

Poco a poco, al alargarse el tiempo de escolaridad, la primaria se fue tornando en pro-
pedéutica: mds que preparar a los estudiantes para el trabajo, se les prepara para la secun-
daria. En particular, la proporcionalidad entre magnitudes se estudia implicitamente
como una funcién, quiza la mas sencilla, con el supuesto de que esto facilita a los alum-
nos el estudio de las funciones y el dlgebra al ingresar a la secundaria (Comin, 2002).

La manera en que se caracterizan los objetos de ensenanza en las distintas épocas no
s6lo depende de la funcién amplia de la escuela, sino de una diversidad de factores entre
los que se encuentran los avances de la didactica de las mateméticas. Asi, ahora se consi-
dera valioso el estudio de la proporcionalidad también por sus vinculos con otras nocio-
nes matemdticas: multiplicacion, division, nimero racional, escala, porcentaje y proba-
bilidad, entre otras. En particular, se piensa que la proporcionalidad constituye el medio
matemdtico que permitird a los alumnos acceder a nociones mas complejas, como las
fracciones (Ramirez, 2004).

En este apartado se analizardn algunos aspectos de la proporcionalidad que conside-
ramos relevantes para el profesor; a saber, las caracteristicas de una relacién de proporcio-
nalidad, el porcentaje y un breve esbozo del desarrollo histérico de la proporcionalidad.

%%

La proporcionalidad ha sido objeto de ensenianza desde hace dos siglos. Como teoria ma-
temdtica se desarroll6 en la época de Euclides, en la antigua Grecia. En aquel tiempo se
estudiaban problemas que tenfan que ver con la comparacion de magnitudes.
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Tomando la longitud a como unidad, anote la medida de la longitud b:

b

Puesto que a cabe exactamente tres veces en b, se dice que esta tltima mide “3”. Los nd-

meros naturales —1, 2, 3, 4, 5, etc.—, que eran los Gnicos con los que se contaba en ese
tiempo porque no existian las fracciones, permitian resolver la cuestion en algunos ca-
sos. Pero en otros se presentaba una dificultad importante.

Tome la longitud ¢ como unidad. ;Cémo se expresaria la medida de la longitud d, sin hacer
uso de fracciones ni decimales?

En el aprendizaje, el paso del estudio
de las cantidades (3 pasteles, 5 pesos,
40 metros) a las relaciones entre
cantidades (3 listones miden 5 metros)
no es sencillo. Los nifios, por ejemplo,
cuando se les pregunta qué conviene
mas: un trato en el que, por cada
5 naranjas que recojan les regalan 2,
o uno en el que por cada 10 naranjas
les regalan 3, frecuentemente eligen
el segundo porque ahi dan mas naranjas.
Es decir, consideran so6lo una cantidad
—las naranjas que les dan— y no la
relacion entre las que recogen y las
que les dan (Block, 2001).

Actualmente se considera pertinente
empezar el estudio de las relaciones
entre cantidades a partir de las razones,
antes de ensefarles las fracciones, como
lo fue hasta cierto punto en la historia,
aunque no con la misma terminologia
ni con los mismos problemas o técnicas
de la teoria clasica.

En suma, el conjunto de nimeros naturales presentaba una limita-
cién fundamental: ;como expresar y comparar magnitudes conti-
nuas con un conjunto de nimeros discreto? Las razones, es decir,
las relaciones entre nimeros naturales permitieron abordar estos
problemas. Con ellas se dice que la longitud ¢ es a la longitud d co-
mo 3esa2,y“3esa2” noesun nimero, sino una relacién entre dos
numeros (Encyclopaedia Universalis, 1995). Asi, lo que interesaba
no era la razén en si misma sino la equivalencia y el orden de las
razones.” Este fue el comienzo de lo que hoy se conoce como la
teoria cldsica de las razones y proporciones, que fue central en ma-
tematicas hasta finales del siglo xv1ir (Comin, 2002).

A pesar de no ser reconocidas como ntimeros,* mediante las ra-
zones se logro plantear y tratar problemas que en la organizacion
matematica actual pertenecen al campo de las fracciones, las fun-
cionesy el dlgebra. La teoria de las proporciones era el tinico recurso
para formular y estudiar problemas que luego fueron caracteriza-
dos como algebraicos, cuando se integro el dlgebra a las matemati-
cas occidentales (Block, Mendoza y Ramirez, 2010). La posibilidad
de estudiar relaciones esenciales para la fisica elemental fue uno de
los factores que hizo de la teoria clasica de razones y proporciones
una herramienta exitosa y duradera (Bosch, 1994).

A continuacion se estudiaran dos definiciones de las relaciones
de proporcionalidad y un caso especifico de este tipo de relacio-
nes; a saber, el porcentaje.

* La extension del conjunto de niimeros naturales a uno mas amplio, es decir, la creacién y reconocimiento de las frac-
ciones como numeros sélo se dio hasta el siglo x1x (Encyclopaedia Universalis, 1995).
* Por ejemplo, no se sumaban ni multiplicaban razones, como se hacia con los naturales.
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Una primera pregunta: ¢cuando una relacién es de proporcionalidad?

Al resolver un problema, es comtin que se utilice la regla de tres o cualquier otro proce-
dimiento pertinente para resolver problemas de proporcionalidad sin preguntarse si se
trata de una relacion de este tipo. Por ejemplo, en el siguiente problema:*

“Los alumnos de 3° de secundaria de una escuela de Hermosillo, Excursion minima 100 km | $ 1200
Sonora, estan preparando una excursion. Todavia no eligen el lugar, Bahia de Kino 107 km | $1214
pero deciden averiguar los precios ofrecidos por empresas de turis- Guaymas 138km | $1276
mo de lazona. Alasalida dela escuela, se dlrlgep ala empresa de ren- imuris 200km | $ 1400

ta de autobuses Tresten Transportes para averiguar los precios, que
Sonoyta 400km | $1800

aparecen en la tabla de la derecha.

. . . .. . Puerto Pefasco 518km | $2036

En el precio se incluye un cargo fijo por viaje, ademas de una can-
Culiacan 710km | $2420

tidad por cada kilémetro recorrido, que es la misma para cualquier
destino. El viaje se cobra por autobus, no por persona. Los alumnos
quieren conocer el Pinacate, Puerto Peniasco y algunas playas cercanas. Han calculado
que recorrerian 600 kilometros, ;cudnto deberan pagar por la renta del autobtis?”

Veamos los siguientes procedimientos erroneos de estudiantes de secundaria (Block,
Mendoza y Ramirez, 2010):

PROCEDIMIENTO 1: Zaira, Alicia, Mayra

100 km — $1 200 — 12

107 km —$1214-11.3

138 km —$1 276 —9.24 “El problema es que no sabemos qué hacer después,
200 km — $1 400 — 7 intentamos una regla de tres pero no nos salig.”

400 km — $1 800 — 4.5

518 km — $2 036 -3.93

710 km — $2 420 — 3.40

ProcepIMIENTO 2: [lan, Alonso, Alan, Mauricio

SOno¥ ten —. | ' U
AL _‘f‘»_._‘g”‘;@O 6 =Bxcisivn inurs =700 O

Somrtee "EDZCQO 2l =50 2Ho°

L E¥Cursion
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* Adaptacion de un problema diseniado por Sadovski (s/f).
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En la actualidad se
considera
pertinente en la
ensenanza que los
alumnos estudien
la proporcionalidad
en el seno de una
diversidad de
formas de relacion
entre magnitudes,
como las que
subyacen a los
problemas que
resolveran mas
adelante.

“Vamos a hacer las seis posibilidades que encontré [...]. La primera posibilidad es que
hagas un viaje de Sonoyta y uno de Imuris, la segunda es Sonoyta y dos viajes a Excur-
sion minima [...]. La mds barata es Sonoyta e Imuris y la mas cara son seis excursiones
minimas [...] simplemente sumé los precios [ ...] en las seis excursiones minimas, mul-
tipliqué el precio por seis [...] en dos Imuris y dos excursiones simplemente sumé el
precio, o sea dos veces Imuris y dos veces excursién y los sumo, y asi [...] lo que hemos
descubierto es que siempre todos los resultados te van a dar, es algtin mil pero todos ter-
minan con 200, cerrado, no sabemos por qué serd.”

Durante la discusién en equipo, dudaron por un momento:

Aol: “Pero por qué, como irfan al mismo lugar tres veces sin ir a otro lugar, a poco...”
Ao02: “Se pueden todas las combinaciones, esto es matematicas, no geografia...”

Enlos dos casos, al olvidarse del cargo fijo, los alumnos utilizaron procedimientos que s6-
lo son pertinentes para las relaciones de proporcionalidad. Al ser uno de los tipos de rela-
cién mds comunes que se suelen ensefar en la primaria, sucede con frecuencia que se
ponen en juego estos procedimientos sin preguntarse si se trata o no de un problema
de proporcionalidad.

Este fendmeno, por simple que parezca, se remonta a la teoria cldsica de las razones
y proporciones. Dicha teoria abarcaba una variedad de problemas de proporcionalidad
directa, inversa, simple y compuesta (Block, 2001). Pero una debilidad de la teoria es pre-
cisamente la naturalizacion de las relaciones de proporcionalidad: al ser practicamente el
unico tipo de relacion que se estudiaba, no se tenian herramientas para justificar el carac-
ter proporcional de las relaciones entre magnitudes o para ponerlo en cuestionamiento.
Mas aun, la proporcionalidad inversa se estudiaba en el mismo campo de problemas
que la proporcionalidad directa, mediante un simple cambio aparentemente inocuo: sélo
implica la permutacién de un par de cantidades de la ecuacion proporcional directa.*
Justificar este cambio implicaria sustentar la existencia de magnitudes inversas,” imposi-
ble en el universo teérico en el que se inscribe la teorfa. En sintesis, al resolver el problema,
la dificultad estaba en la aplicacion de la regla de tres, no en cuestionarse si se trataba de una
relacion de proporcionalidad y, por lo tanto, si la regla era adecuada o no (Garcia, 2005).

** Dos magnitudes M 'y M’ son proporcionales si cualquier razon a:b de cantidades de M es igual a la correspondiente c:d
de M. En la proporcionalidad inversa, la proporcion a:b::c:d se cambia por a:b::d:c.

7 Es decir, a la manera en que se caracterizaba la proporcionalidad inversa subyace el siguiente principio: si M y M’ son
inversamente proporcionales, entonces M y la inversa de M’ son directamente proporcionales. La teorfa no contaba con
herramientas para justificar esto, que simplemente se daba por sentado.



Primera definiciéon de una relaciéon de proporcionalidad: ¢al doble de
kilémetros le corresponde el doble de precio?

Veamos ahora el siguiente problema, muy parecido al del apartado anterior:

Los alumnos han consultado los precios de una segunda empresa de renta de auto-
buses, Yori. Ahi les explicaron que el precio sélo incluye un precio por cada kilémetro
recorrido, que es el mismo para cualquier destino. Como ejemplo, les dieron el costo de
la renta para los mismos lugares.

Excursion minima 100 km | $ 500
Bahia de Kino 107km | $535
Guaymas 138km | $690
imuris 200 km | $1000
Sonoyta 400 km | $2000
Puerto Pefiasco 518 km | $2590
Culiacan 710km | $3550

;Cudnto les costaria con esta empresa la renta del autobus para hacer el mismo viaje de
600 kilometros?

En este caso, los dos procedimientos que se analizaron en la actividad anterior si re-
suelven el problema. El hecho de que en el primer problema hay cargo fijo y en el se-
gundo no, hace que los dos problemas difieran en las siguientes caracteristicas:

Tresten Transportes Yori
« El precio por kilometro, es decir, el cociente « El precio por kilometro es constante: 5 pesos.
del precio total entre la cantidad de kilometros
varfa (12,11.3,9.24, 7, 4.5, 3.93, 3.40). « El precio es el mismo si se hacen tres viajes de

200 km que si se hace uno de 600 km.
« Es mas caro hacer tres viajes de 200 km que
hacer uno de 600 km. « El precio es el mismo si se hace un viaje de
200 km y uno de 400 km que si se hace uno

« Es mas caro hacer un viaje de 200 km y uno de 600 km.
de 400 km, que hacer uno de 600 km.

Basta con que una de las tres condiciones de la empresa Yori se cumpla en un problema
cualquiera para que sea de proporcionalidad, es decir:

* El valor unitario es constante.

* Si una cantidad de una de las magnitudes aumenta al doble, triple, etc., entonces la que
le corresponde en la otra magnitud también aumenta al doble, triple, etcétera.

* A la suma de dos cantidades de una de las magnitudes, le corresponde la suma de
las dos cantidades de la otra magnitud.

SENTIDO NUMERICO
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En ambos problemas, si el nimero de kilometros aumenta, el precio también aumenta. Es comin
que los alumnos piensen que ésta es una condicion suficiente para que un problema sea de
proporcionalidad y, como acabamos de ver, no es asi.

Cuando en una relacion entre magnitudes sucede que en una magnitud hay cantidades que
aumentan y las correspondientes en la otra no, esta claro que el problema no es de
proporcionalidad. Pero siambas aumentan, no podemos decir que el problema si es de
proporcionalidad.

Segunda definicién de una relacién de proporcionalidad: ¢todas las medidas
originales se multiplican por un mismo némero?

Veamos ahora otra caracteristica de las relaciones de proporcionalidad.

Lﬂ" Si es posible, resuelva el siguiente problema con un equipo de tres o 5 5

cuatro maestros. Supongan que se tiene un rompecabezas de la misma y)

forma que el siguiente, con las medidas que se indican:®

Construyan una ampliacion del rompecabezas, de manera que el lado que 7
mide 4 cm en el original, mida 7 cm en la reproduccion.

Si las piezas del nuevo rompecabezas no embonan como se ve en el dibu-
jo, lo mas probable es que las medidas no hayan sido determinadas co- 2
rrectamente. En ese caso, discutan el error y encuentren las medidas para

hacer otra vez el rompecabezas. 4 2 5

Al resolver esta actividad, incluso los alumnos de secundaria frecuentemente suman tres a todas
las medidas. Este es un error tipico muy dificil de identificar y de superar: en problemas
de proporcionalidad utilizan una constante aditiva en vez de una multiplicativa.

Una manera de determinar las medidas de la reproduccién es multiplicar todas las me-
didas del rompecabezas original por 1.75. Esta es otra propiedad que determina una
relacion de proporcionalidad: hay un factor constante de proporcionalidad que, al mul-
tiplicarlo por todas las cantidades de uno de los dos conjuntos, hace posible que se ob-
tengan las cantidades del otro conjunto.

3 Problema tomado de Brousseau (1981).
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Comparaciéon de las dos definiciones: siglos de historia entre una y otra

Las dos definiciones de una relacion de proporcionalidad que presentamos anterior-
mente son matematicamente equivalentes. No obstante, el trdnsito entre una y otra to-
mo varios siglos.

En la teoria cldsica de razones y proporciones, estrechamente vinculada a la medi-
cion, las magnitudes eran fundamentales, asi que s6lo habia razones homogéneas, es
decir, s6lo se comparaban cantidades de la misma especie, por ejemplo, dos longitudes
o dos cantidades de tiempo. El marco tedrico no admitia razones heterogéneas: no po-
dia compararse un tiempo con una distancia (Garcia, 2005).

Volvamos al ejemplo del inicio de este apartado; a saber, la comparacion de las dos
longitudes siguientes:

El factor “3”, que resulta de comparar a con b, expresa un niimero de veces: la longitud b
es tres veces mayor que la longitud a. Se trata de una razén homogénea.
En cambio, en una relacién entre los tiempos y las distancias que recorre un auto-
movil que viaja a velocidad constante —como la que se muestra en la tabla de la izquier- -
da—, el factor “50” no es un nimero de veces porque no tiene sentido claro afirmar que ~ 4hrs > 200km
100 km es 50 veces 2 horas. 7hrs = 280 km
Una cantidad de tiempo no se convierte en una distancia cuando se multiplica por

x 50 km/hr
2hrs > 100 km
3hrs 150 km

un factor; mas bien, de la comparacion entre tiempos y distancias surge una tercera mag-
nitud: la velocidad. Se trata de razones heterogéneas.

La consideracion del factor constante de proporcionalidad implica dos rupturas drés-
ticas con la teorfa clasica de las razones y proporciones, a saber:

a) Conceptualizar factores multiplicativos que designan una tercera magnitud, derivada
de las dos magnitudes entre las cuales se da la relaciéon de proporcionalidad.

b) Reconocer a las fracciones como ntimeros, en particular, nimeros con los que se pue-
de multiplicar.

Para entender esta segunda ruptura, veamos el ejemplo a la izquierda, que también re-  Tiempo  Distancia
laciona tiempos y distancias recorridas por un automaévil que viaja a velocidad constan- 6 hrs 200 km

te. Para determinar la distancia que se recorre en 9 horas, usando el factor constante de
o o 100 ) ;

proporcionalidad, se debe multiplicar 9 X —~. Recordemos que en la época de la teorfa

clsica las fracciones no eran reconocidas como nimeros y no se multiplicaban las ra-

9 hrs

zones, es decir, tampoco se conceptualizaba la idea de multiplicar 9:1 por 100:3.

Si se quiere resolver el problema mediante la primera definicion® también aparece un
factor no entero: 6 X 3= 9, entonces la respuesta es 200 X % = 300. No obstante, dichas
multiplicaciones pueden sortearse de la siguiente manera:

¥ Si una magnitud crece al doble, triple, etc., entonces la otra también lo hace.
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Asi, el resultado se obtiene componiendo dos factores ente- Tiempo  Distancia
ros: + 2y X 3,y no es necesario multiplicar por fracciones. [ 200 km
Las limitaciones por el reconocimiento exclusivo de razo- 3 hrs. 100 km
nes homogéneas, entre otros factores, propiciaron la paula-
5 prop P 9 hrs. 300 km

tina separacion del estudio de los ntimeros del de las mag-
nitudes: las otras ciencias se encargaron de las magnitudes y
en las matematicas se construyeron nuevas teorias que tri-
vializaron a la teoria de las razones y proporciones. La proporcionalidad, de ser el tipo de

Al igual que sucedio en la historia, la
primera definicion de las relaciones de
proporcionalidad es mas accesible para

los alumnos que la segunda y por los

mismos motivos: es mas facil considerar
un factor que expresa un nimero de
veces, que un factor que cuantifica una
tercera magnitud; y es mas facil tratar
con operadores enteros que con
fraccionarios (Block, 2001).

relacion privilegiado del cual se estudiaba una multiplicidad de pro-
blemas, llegd a caracterizarse como un tipo especifico de relacion
entre conjuntos de nimeros, quiza el mas sencillo dentro del vasto
universo de relaciones posibles (Ramirez, 2004). Por otro lado, la
teoria de las razones convivié con la de fracciones durante varios
siglos hasta que la segunda acab¢ absorbiendo a la primera, con-
virtiéndose en un medio més potente para operar con razones (Che-
vallard y Jullien, 1989). La sustitucion de la teoria clasica de las ra-
zones y proporciones por conceptos mas acabados y potentes como
las fracciones y las funciones implicé un cambio dréstico en la or-
ganizacién matematica: se construy6 un nuevo lenguaje, nuevas
herramientas y maneras de argumentar (Garcia, 2005).

&Son de proporcionalidad o no?

Para cada uno de los siguientes problemas, calcule los datos que faltan (cuando sea el
caso) y determine si el problema es de proporcionalidad o no. Cuando un problema si
sea de proporcionalidad debe mostrar que una de las siguientes propiedades de los re-
cuadros anteriores se cumple para todas las cantidades posibles:

* El valor unitario es constante.

* Si una cantidad de una de las magnitudes aumenta al doble, triple, etc., entonces la
que le corresponde en la otra magnitud también aumenta al doble, triple, etcétera.

* Hay un factor constante de proporcionalidad.

Cuando no lo sea, basta con mostrar un caso en el que una de las propiedades no se cum-
pla, o bien, con mostrar que en uno de los conjuntos las cantidades crecen y en el otro no.

[®&™ 1. En un parque de diversiones hay un paquete Cantidad de juegos | Costo total
que cuesta $250 e incluye un namero ilimi- 3 $250
tado de juegos. ;El costo es proporcional a la - $250
cantidad de juegos que se visitan?

15 $250

2. En un supermercado venden latas de refresco. Supongamos que el producto no esta en ofer-
ta ni tiene ninguna promocion. ;La cantidad de latas que compran los clientes es proporcio-

nal a su costo?
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3. Dos automoviles, A y B, viajan por la misma carretera a la

A B
misma velocidad constante. Ambos han salido de la ciudad X.
, . s L. 50 km 40 km
Cuando el automovil A llega al kilbmetro 50, el automévil B
pasa por el kilometro 40. 100 km
150 km
Si consideramos las distancias que recorren ambos desde X, 200 km 190 km

¢la distancia que recorre A es proporcional a la que recorre B?

4. Un tren viaja con movimiento uniforme. ;El tiempo transcu- Tiempo | Distancia

rrido en el viaje es proporcional a la distancia recorrida?* 2 hrs 160 km

5hrs

640 km

5. Cuando un rectangulo tiene base fija, la medida del largo es pro-

porcional al area del rectangulo. Considere ahora que el volumen
de un prisma triangular esta dado por la formula (b x h x 1) /2.

Es decir, el volumen se obtiene multiplicando la base del trian-
gulo por su altura, por el largo del prisma y dividiendo el resultado
entre dos.

Formule un ejemplo parecido al del rectangulo: indique condi-
ciones bajo las cuales una pareja de magnitudes implicadas en

la formula anterior podrian ser proporcionales.

* En el problema 1, no hay proporcionalidad porque el precio no

aumenta cuando el ntiimero de juegos aumenta. De hecho, el pre-
cio ni siquiera depende de la cantidad de juegos.

* En el problema 2, el precio por lata es fijo, es decir, hay un valor
unitario constante. El problema es de proporcionalidad.

* En el problema 3, no hay proporcionalidad. Por ejemplo, cuando
la distancia de A aumenta al doble —de 50 km a 100 km—, la dis-
tancia de B aumenta a mas del doble —de 40 km a 90 km—. De
hecho, el automévil B siempre va 10 km atrds del automévil A.
Asi, entre las distancias de A y B hay una constante aditiva, no
multiplicativa.

* En el problema 4, la velocidad es constante: 80km/h; es decir, hay
un factor externo constante. El problema es de proporcionalidad.

A veces, los alumnos confunden la
nocion de proporcién con la de mtiltiplo;
por ejemplo, afirman que 12 y 4 son
proporcionales. Esta respuesta
es erronea porque la proporcionalidad
se da entre dos magnitudes, como el
caso de las latas de refresco y el precio,
o bien, entre dos conjuntos de
cantidades —12 es a 4 como 6 es a 2
y como 15 es a 5—, pero no entre
dos cantidades aisladas.

* En el problema 5, si el triangulo se mantiene fijo, entonces el volumen es proporcional
al largo del prisma. Si se mantienen la base del tridangulo y el largo, el volumen es pro-
porcional a la altura del tridangulo. Si se mantienen la altura y el largo, el volumen es

proporcional a la base del triangulo.

0 Este problema y el anterior se tomaron de Block, Mendoza y Ramirez (2010).
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El porcentaje: un caso especifico de relaciéon de proporcionalidad

Una de las maneras de definir un porcentaje, probablemente la mas accesible, es como
una razon, “tantos de cada 100”. Asi, la problematica de esta nocion se circunscribe a la
de la proporcionalidad.*!

Por otro lado, el porcentaje es una de las nociones matematicas que destacan por su
frecuente uso social. Aparece en numerosos contextos no escolares, tan cotidianos y di-
versos como la compra y venta de mercancias, los intereses bancarios, la descripcion de
mezclas y compuestos, la informacion estadistica de noticieros y periddicos.

Nos detendremos aqui muy brevemente para explicar los dos tipos de situacion en
los que aparece el porcentaje.

Porcentaje para fijar una relacién proporcional entre cantidades que varian

[®S™ En una tienda se ofrecen descuentos en los precios de varios productos. Algunos son los siguientes:

Pantalon Tenis Chamarra
Descuento: $60.00 Descuento: $120.00 Descuento: $60.00
;Cual descuento conviene mas? ;Cual conviene menos?

Considere ahora los precios originales y revise las respuestas a las preguntas anteriores:

Precio original | Descuento

Pantal6n $300 $60
Tenis $1200 $120
Chamarra $ 600 $60

1 El porcentaje, al ser una razon, se vincula estrechamente con las nociones de fraccion y operador multiplicativo. Por
eso es conceptualmente compleja.
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Considere los precios originales de los siguientes articulos y proponga descuentos de tal manera que todos convengan

igual que el del pantalon:

Precio original | Descuento
Pantalon $ 300 $ 60
Chamarra $ 600
Tenis $1200
Bolsa $ 400
Suéter $ 500

Proponga una manera de promover un descuento que convenga igual que el del pantalon para todos los articulos de la

tienda sin importar su precio:

Una posibilidad es que, por cada 100 pesos del precio original, se descuenten 20 pesos.
Esta es una manera, quizd la mas sencilla, de formular el porcentaje porque su funcion
es mantener una relacion constante entre dos conjuntos de cantidades que varian: los pre-
cios y los descuentos cambian, pero la razoén entre ambos se conserva.

Porcentaje para volver accesible una relacion por medio de una escala

Consideremos la siguiente informaciéon:*

En 2005 la poblacion era aproximadamente de 6 500 millones de personas. De ellas, cerca

de 3 900 millones eran asidticos, 910 millones africanos, 325 millones estadounidenses,

650 millones latinoamericanos y 650 millones europeos.

El Producto Interno Bruto (p18) mundial era de 44 168 157 millones de délares. Al-
rededor de 1 300 millones de habitantes eran duenos de 37 101 251 millones de dolares,
mientras que 3 250 millones vivian con menos de dos délares diarios. Finalmente, 1 000

millones de personas eran analfabetas.

[~ Ahora calcule los datos que faltan para reescribir el parrafo anterior de la siguiente manera:

1 Datos tomados de “6,477 millones, la nueva poblacion mundial”, diario Clarin, Argentina, 24 de junio de 2005, version
electronica y consulta de la encuesta en <http://edant.clarin.com/diario/2005/06/24/elmundo/i-03401.htm>.
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Si se redujera la Tierra a una pequena poblacion de 100 habitantes, manteniendo las propor-
ciones de 2005, sucederia lo siguiente:

serian asiaticos.
serian africanos.
serian estadounidenses.
serian latinoamericanos.

serian europeos.

Ademas, el % de la riqueza mundial estarfa en manos de personas, mien-
tras que vivirian con menos de dos dolares diarios.
Finalmente, serian analfabetas.

En este ejemplo, el porcentaje tiene una utilidad distinta de la que se describe en el apar-
tado anterior: ahora se trata de construir una escala para poder apreciar el tamano de
una relacion entre datos que son demasiado grandes o demasiado pequenos. El porcen-
taje como escala también es util para comparar distintas relaciones, por ejemplo, la fra-
se “56 millones de personas utilizan los 12 millones de vehiculos de transporte publico
que existen en el pais. En total hay 80 millones de habitantes y 40 millones de vehiculos”,
es mas comprensible si se traduce a “en el 30% de los transportes viaja el 70% de la po-
blacion”

Esperamos que el andlisis de la proporcionalidad que hemos mostrado hasta ahora, si
bien breve, contribuya a mostrar la complejidad conceptual de dicha nocion y la impor-
tancia de estudiarla en la escuela, como senala Brousseau (cit. en Ramirez, 2004), quien
critica las tendencias a demeritar en la ensefianza el estudio de la proporcionalidad en
aras de favorecer el de las fracciones, nocién mas acabada y potente:

Las nociones de razén y de proporcion [...] desaparecieron totalmente del vocabulario
“oficial” de los matematicos. Los conceptos, en cambio, siguen siendo muy importantes:
la construccion moderna [de las matematicas] no los necesita en lo absoluto. Los ha sus-
tituido por la nocién de nimero. Pero la transposicion didéctica de esta presentacion
“moderna” no tuvo éxito. En la génesis escolar de los conocimientos, los profesores nece-
sitan distinciones de conceptos y de términos que estén al alcance de los alumnos. No es
facil saltar y borrar una actividad matematica y didactica trimilenaria, para sustituirla de
un golpe por términos y usos de expertos (Brousseau, citado por Ramirez, 2004, p. 30).

Hasta aqui hemos revisado la historia de los nimeros y las operaciones, pero, ;como es
que se llega a la idea de ntimero? En el apéndice a continuacion encontrard un texto su-
gerente en el que se reflexiona sobre esta idea.
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SOBRE EL SENTIDO NUMERICO

Aunque existe una gran polémica al respecto, muchos estudiosos creen que algunos ani-
males tienen un sentido numérico. Por ejemplo, en el libro de Tobias Dantzig Niimero:
el lenguaje de la ciencia (1971), se menciona la muy conocida anécdota de un granjero que
queria deshacerse de un cuervo que vivia en lo alto de su granero. Cada vez que el gran-
jero entraba al granero, el cuervo volaba y sélo regresaba cuando se habia percatado de
que el granjero ya habia salido. El granjero le pidi6 ayuda a un vecino; ambos entraron
al granero y, como siempre, el cuervo desapareci6 volando. Entonces, uno de ellos salié
y el otro permaneci6 adentro. Sin embargo, no pudieron enganar al cuervo, ya que éste
regresé hasta que estaba vacio el granero. La siguiente vez entraron tres y uno de ellos
se quedo, pero con el mismo resultado, y lo mismo ocurrié cuando ingresaron cuatro y
salieron tres. Aparentemente, el cuervo perdi6 la cuenta cuando ingresaron cinco; salie-
ron cuatro y el quinto lo atrapd. No se sabe si esta historia es verdadera, pero parece plau-
sible que el sentido numérico tenga profundas raices evolutivas: distinguir entre uno o
dos depredadores puede hacer la diferencia para sobrevivir. De cualquier modo, lo que
parece cierto es que los animales no saben contar. Aparentemente esta habilidad es pro-
ducto del cerebro humano. Conviene hacer una breve descripcion de su desarrollo.

Un método muy simple para saber si una coleccion de objetos es mds “numerosa” que
otra es aparear los objetos de una con los de la otra. En este proceso, la coleccion mas
numerosa serd aquella en la que quedaron elementos sin encontrar parejas. Esto es lo
que se hace cuando entramos al cine y vemos asientos vacios: decimos que hay mds asien-
tos que asistentes porque simplemente vemos qué coleccion tiene una “numerosidad”
(cardinalidad) mayor. Sin embargo, esto no es contar y s6lo sirve para comparar dos co-
lecciones. Se requiere tener una coleccion modelo con la que podamos comparar cual-
quier otra. Los dedos de las manos del cuerpo humano proveen dicha coleccion modelo.
Para saber si en el huerto de un vecino lejano hay mas manzanos que en el mio, basta mar-
car cudles dedos quedaron apareados con mi coleccion de drboles y después aparear esos
dedos marcados con los del vecino; si me sobraron dedos marcados, tengo mas que el
vecino y menos si requeri otros. Esto funciona bien para comparar entre si colecciones
que son menos numerosas o tan numerosas como los dedos de las manos. El siguiente
paso es, en lugar de marcar mis dedos, ponerle nombre a las cardinalidades de todas las
colecciones que puedo formar con ellos. Si la coleccion es tan numerosa como la que con-
siste s6lo del dedo menique, se dice que tiene un elemento; para la que tiene tantos co-
mo la formada por el mefiique y el anular, se dice que tiene dos elementos; y asi sucesi-
vamente hasta llegar a diez.

El paso siguiente fue crear un simbolo para cada una de estas palabras: si usamos la
simbologia de los romanos, uno = 1, dos = 11, tres = 111, cuatro = 1v, cinco = v, seis
- vI, siete = vi1, 0cho = viir, nueve = 1x, diez = X, o correspondientemente, si se usa
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la ardbiga, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9, 10. Con el uso, el proceso de aparear fue sustituido por
uno equivalente pero mas simple: se toma un elemento de la coleccion y se le llama “ele-
mento 17, al siguiente “elemento 2”; se prosigue asi y el nombre del tltimo elemento es
el “ntimero” de elementos de la coleccion. La ventaja es que ahora sabemos, por el nime-
ro asignado, cuando una colecciéon es mds numerosa que otra. EI humano tiene una
nueva habilidad: sabe contar, aunque por el momento s6lo colecciones no muy nume-
rosas. A grandes rasgos, lo anterior parece ser la forma en que se desarroll6 la habilidad
de contar (véase Dantzig, 1971).

Para contar colecciones con mas de diez elementos se puede contar el niimero de
grupos de diez que contienen y su sobrante; por ejemplo, el nimero de meses del ano
es 10 mds 2. Fue necesario entonces inventar nuevos nombres. Si una coleccion tiene 10
mas 2 elementos se dird que tiene 12 elementos, o si tiene 10 mds 4, entonces se dice que
tiene 14. Cuando tenemos una colecciéon que tiene diez grupos de 10, decimos que tie-
ne 100 elementos o un centenar. Se requirieron noventa nuevos nombres para nombrar
la “numerosidad” o cardinalidad de cada coleccion que tuviera a lo mds un centenar de
elementos. Esta idea se generaliza y diez colecciones con cien elementos tiene mil, y diez
de mil se llamé diez mil, etc. Notemos la gran cantidad de nuevos nombres que cada nue-
VO paso necesitd. Sin embargo, esto se facilité al utilizar los nombres ya establecidos en la
creacion de los nuevos: cien, ciento uno, ciento dos, mil, mil uno, mil tres, mil cien, mil
ciento uno, etcétera.

Una vez que a cada cardinalidad (ntimero de elementos) de una coleccion se le po-
dia asignar un nombre, era necesario crear un simbolo para representar cada uno de
estos nombres. Actualmente, se utiliza la llamada “notacion decimal” basada en los sim-
bolos (digitos) 0, 1,2, 3,4, 5,6, 7, 8,9 y el valor posicional de éstos. Como ya se explico
en las lineas anteriores, los digitos 1,... 9, identificaban a las cardinalidades uno,. .. nue-
ve, respectivamente; y el 0 a la de una coleccion que no tiene elementos, por ejemplo, el
numero de marcianos nacidos en la ciudad de México es 0. Es posible entender la repre-
sentacion decimal con base en ejemplos: 43 indica el nimero de elementos de una co-
leccion con 4 grupos de 10 elementos mds 3 elementos; 102 una colecciéon con 1 grupo
de 100 elementos, ninguno de 10 elementos mas 2 elementos; 132 tiene 1 grupo de 100
mas 3 grupos de 10 mas 2 elementos. Culminar la habilidad de contar con esta notacién
decimal requiri6 alrededor de 200 000 anos de evolucion del Hormo sapiens y su uso se
difundi6 en Europa a partir del siglo x1.! Esta notacion facilit6 las operaciones y el desa-
rrollo de la aritmética.

La sumay el producto no son mas que algoritmos (reglas) que facilitan el conteo. Pa-
ra contar el nimero de objetos que hay en las dos colecciones mostradas en la figura 2
(p-99) vemos que en A hay 3 y en B hay 4; si las juntamos, se tienen 7. Esto lo podemos
describir de la siguiente forma: “3 elementos mas 4 elementos nos da 7 elementos”. Co-
mo no importa el tipo de elementos, podemos simplificar la expresion y decir: “3 més 4
es igual a 7. Finalmente, se inventaron dos nuevos signos “+” para identificar “mas” y

«_»

=7, para “es igual”, por lo que se tiene “3 + 4 =7".

! Los drabes, con base en la notacién decimal hindt con un digito de valor nulo, fueron los grandes innovadores de la
notacion posicional. Fibonacci la intordujo en Europa en el siglo xr.
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A e B e Figura 2 |

Juntamos o unimos las colecciones A y B para formar
una nueva coleccion

La evidencia histérica sugiere que el trayecto descrito a grandes rasgos en las lineas an-
teriores es el camino que siguié la humanidad para llegar al concepto actual de nimero
y de sus operaciones (Dantzig, 1971; Premack y Premack, 2005). Observemos que es un
concepto abstracto sin referencia a un contexto especifico y es esta caracteristica la que fa-
cilité su aplicaciéon en campos muy diversos, no sélo para contar como fue en su origen.
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FORMA, ESPACIO Y MEDIDA

GEOMETRIA
Introduccién

Desde la infancia de todo ser humano se despierta la curiosidad por las formas y por la
exploracion del espacio que constituye su entorno. Esto hace que desde pequenios ten-
gamos nociones geométricas, que desarrollemos las primeras ideas intuitivas de las ca-
racteristicas y propiedades de los objetos y el espacio que nos rodea. Es decir, comenza-
mos a hacernos gedmetras sin pensarlo.

Alo largo de este apartado, mediante la realizacion de diversas actividades, se explo-
rard por un lado, la identificacion y caracterizacion de algunas figuras planas a partir de
la manipulacion, el trazo, la observacion de caracteristicas y el andlisis de sus propieda-
des; y, por el otro, la medicion de magnitudes tales como longitud, superficie, volumen,
capacidad y angulos en sus respectivas unidades de medida principales y algunas equi-
valencias de éstas.

La palabra geometria proviene de los vocablos griegos geo y metrdén, que significan
Tierra y medida respectivamente. Asi, su significado se entiende como “medida de la Tie-
rra”. Sin embargo, actualmente el estudio de la geometria se dedica mucho més que ala
medida; se centra también en la exploracion y caracterizacion de las formas, el estudio
del espacio desde una punto de vista geométrico, las relaciones y caracteristicas de sus
elementos.

Gran parte del desarrollo de los conceptos geométricos tienen su origen en el Medio
Oriente y particularmente en el antiguo Egipto. Surgen dada la necesidad de medir pre-
dios agrarios, construir pirimides y grandes monumentos. Sin duda estas manifestacio-
nes conocidas como geometria empirica, contribuyeron al desarrollo de esta disciplina.

En cambio, en sus origenes no habia una necesidad que centrara a la geometria en
el estudio de las propiedades de las figuras geométricas o en las caracteristicas y la belleza
de las formas creadas que se ponian de manifiesto principalmente en sus construcciones.

Actualmente la geometria estd ligada a diferentes dreas del conocimiento, desde el
estudio de las formas y patrones en la naturaleza, hasta su aplicacion en la ciencia, la tec-
nologfa y el arte. El estudio de las figuras planas y los cuerpos, la medicion de magnitudes
delongitud, tiempo, superficie, capacidad, peso y dngulos, asi como la necesidad de repre-
sentar ubicaciones en el plano y el espacio, han hecho que esta disciplina cobre mayor
relevancia. Sus aplicaciones son muy variadas, van desde el calculo de medidas de dis-
tancias diminutas y astronémicas, el diseno, la arquitectura, la ingenieria, la dptica, la
robética y el comercio, hasta cuestiones que implican la dimension y el uso del espacio,
la imagen y la perspectiva para aplicarla en obras de arte como la pintura, la escultura,
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el cine y la geometria, también incluyen el uso de patrones, el empacado y envasado de
productos comerciales, entre muchas otras cosas.

La geometria se define como la ciencia que tiene por objeto analizar y sistematizar
los conocimientos espaciales a partir del reconocimiento de formas, las propiedades de
las figuras geométricas (lineales, planas o cuerpos tridimensionales), los patrones, trans-
formaciones y relaciones espaciales, de tal manera que los estudiantes desarrollen una
percepcion espacial (Alsina y otros, 1995).

Esta rama de las mateméticas ha cobrado especial relevancia en la ensenanza por ser
el comienzo del aprendizaje y el razonamiento deductivo, en donde se ponen de mani-
fiesto la experimentacion, la representacion, el pensamiento inductivo y los procesos de-
ductivos asi como los demostrativos. Es decir, la geometria en la ensefianza basica es el
cimiento sobre el cual se forma en los estudiantes un pensamiento y razonamiento ma-
tematico que parte de la visualizacion y la representacion hacia la demostracion, gene-
ralizacion y formalizacion de conceptos.

Se han hecho esfuerzos por estructurar y sistematizar las etapas por las cuales se tran-
sita para construir el aprendizaje o conocimiento de la geometria. Uno de los més acep-
tados es el modelo elaborado por Van Hiele, en el que se estratifica el conocimiento en
cinco niveles y una serie de fases para transitar de un nivel a otro. Dicha estratificacion
no depende de la edad, sino de las competencias o experiencias geométricas por las cua-
les haya pasado el estudiante.

Modelo de aprendizaje de Van Hiele'

Nivel 0: Visualizacion o reconocimiento

1) Los objetos se perciben en su totalidad como una unidad, sin diferenciar sus atribu-
tos y componentes.

2) Se describen por su apariencia fisica mediante representaciones meramente visuales
y asemejandoles a elementos familiares del entorno (parece una rueda, es como una
ventana, etc.). No hay lenguaje geométrico basico para llamar a las figuras por su nom-
bre correcto.

3) No reconocen de forma explicita componentes y propiedades de los objetos motivo
de trabajo.

Nivel 1: Andlisis

1) Se perciben los componentes y propiedades (condiciones necesarias) de los objetos y
las figuras. Esto lo obtienen por medio de la observacion y de la experimentacion.

2) De una manera informal se describen las figuras por sus propiedades, pero no se re-
lacionan unas propiedades con otras o unas figuras con otras. No se elaboran defini-
ciones porque muchas de éstas se construyen a partir del andlisis de las propiedades.

3) Se establecen nuevas propiedades al experimentar con figuras u objetos.

4) No realizan, sin embargo, clasificaciones de objetos y figuras a partir de sus propie-
dades.

!"Tomado de Fouz y De Donosti, “Modelo Van Hiele para la didéctica de la geometria”, articulo disponible en version
electronica por el ciaEm, <www.cimm.ucr.ac.cr/ciaem/articulos/universitario/materiales/>.
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Nivel 2: Ordenacién o clasificacion

1) En este nivel es posible describir las figuras de manera formal, es decir, sefialar las con-
diciones necesarias y suficientes que deben cumplir. Esto es importante porque conlle-
va entender el significado de las definiciones, su papel dentro de la geometria y los
requisitos que siempre requieren.

2) Realizar clasificaciones logicas de manera formal porque el nivel de su razonamiento
matematico ya estd iniciado. Esto significa que reconocen cémo unas propiedades
derivan de otras, es decir, establecen relaciones entre propiedades y las consecuencias
de esas relaciones.

3) Seguir las demostraciones pero, en la mayoria de los casos, sin entenderlas en cuanto
asu estructura. Esto se debe a que en su nivel de razonamiento légico son capaces de
seguir pasos individuales de un razonamiento, pero no de asimilarlo en su globalidad.
Esta carencia les impide captar la naturaleza axiomatica de la geometria.

Nivel 3: Deduccién formal

1) En este nivel ya se realizan deducciones y demostraciones logicas y formales, al igual
que se reconoce su necesidad para justificar las proposiciones planteadas.

2) Se comprenden y manejan las relaciones entre propiedades y se formalizan en siste-
mas axiomdticos, por lo que se entiende la naturaleza axiomdtica de las matematicas.

3) Se comprende como se llega a los mismos resultados partiendo de proposiciones o
premisas distintas, lo que permite entender que se realizan distintas formas de de-
mostraciones para obtener un mismo resultado.

Es claro que, adquirido este nivel, al tener un alto nivel de razonamiento l6gico se tiene
una vision globalizadora de las matematicas.

Nivel 4: Rigor

1) Se conoce la existencia de diferentes sistemas axiomaticos; asimismo se analizan y com-
paran diferentes geometrias.

2) Se trabaja la geometria de manera abstracta sin necesidad de ejemplos concretos.

Figuras planas

Un aspecto importante para estructurar el conocimiento geométrico y comprender el es-
pacio y las relaciones que hay entre sus elementos se basa en el analisis de relaciones y
las propiedades de las formas y figuras que hay en él. Desde edades muy tempranas, se
observan y distinguen caracteristicas a partir de la manipulacion y exploracion de los ob-
jetos. Conforme se construye el conocimiento geométrico y una mejor percepcion del es-
pacio, se hacen relaciones y clasificaciones que derivan en primeras caracterizaciones, las
cuales sirven para encontrar nuevas relaciones y demostrar propiedades comunes entre
las figuras y sus elementos. Estas habilidades ayudan a hacer conjeturas y lograr una me-
jor caracterizacion que contribuya a un conocimiento geométrico de mayor nivel en don-
de se formulen proposiciones y se demuestren.
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Cuadrilateros

En el aula se pueden hacer diferentes actividades enfocadas en este sentido, en las cuales
los estudiantes logren clasificar diferentes objetos o figuras bajo sus propios criterios, lue-
go analizar no sélo las figuras, sino los criterios mismos y asi trabajar con ellos (cudles son
utiles para hacer una clasificacion y cudles no, cudles generan ambigiiedades y cuales
no), asi como distinguir la importancia de elaborar una clasificacion y qué elementos se
toman en cuenta para hacerla.

kﬂ?’ Haga tres clasificaciones de los objetos que aparecen en la siguiente imagen y describa cuales son los criterios que to-
mo en cuenta para hacer cada una de ellas.

También puede realizar procesos inversos para explorar las caracteristicas y propiedades
de las figuras. Presente diversas clasificaciones hechas previamente en donde la actividad
consista en determinar cuél o cuéles criterios fueron empleados para hacer la distribucion
presentada.
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k&‘ En las siguientes imagenes de figuras planas ya esta hecha la clasificacion. Escriba cual o cuales son los criterios que de-
terminan el agrupamiento que se presenta en cada caso.

A
&
¢
4
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Por otro lado, es conveniente partir de conocimientos previos que se tengan.

LE Responda las siguientes preguntas basicas que se relacionan con los cuadrilateros:

® ;Qué entiende por cuadrilatero?

® ;Como se clasifican los cuadrilateros?

® ;En qué se basa dicha clasificacion?

A partir de estas preguntas se pueden plantear actividades diversas que permitan explo-
rar cuadrildteros de diferentes tipos para descubrir sus caracteristicas y propiedades y
hacer una clasificacion con base en éstas.

E‘ En los siguientes octagonos regulares trace todos los cuadrilateros posibles que sean diferentes entre si, es decir, que

dos 0 mas no tengan la misma forma y tamano, de tal manera que los cuatro vértices del cuadrilatero estén sobre los vér-
tices del octagono o sobre el centro del mismo, como en los ejemplos.

@ O O o
O O k) O
o O

Anote el nombre de cada uno de los cuadrilateros que encontré y describa sus caracteristicas.
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Es posible que usted o sus alumnos no conozcan los nombres de todos los cuadrilateros

que encontraron, asi que, después de hacer la descripcion de cada uno procure investi-

gar sus nombres. Para ayudar a describir las figuras que se trazaron se plantearian pregun-

tas tales como: jen qué se parecen?, ;en qué se diferencian?, ;como son sus angulos?,

scuantas parejas de lados paralelos tienen?, ;como son sus diagonales?, ;cuantos lados

iguales tienen?, entre otras caracteristicas que usted piense para describirlos. Apdyese en

elementos de organizacion como la tabla siguiente para que le sea mas facil sistematizar
la informacién que obtenga de todos los cuadrilateros que trazo.

Nombre del cuadrilatero

Caracteristicas

a)

b)

c)

Para comenzar con la clasificacion agrupe los cuadrilateros seguin algunas caracteristi-

cas que haya encontrado.

h“ Entre las figuras que trazo, encierre dos con las caracteristicas que se piden en cada caso:

sus diagonales diferentes.

otro no tiene lados opuestos iguales.

® Dos cuadrilateros diferentes que tengan dos parejas de lados paralelos.
® Dos cuadrilateros diferentes que tengan sus cuatro lados iguales, uno de ellos tiene sus diagonales iguales, el otro tiene

® Dos cuadrilateros que tengan solo un par de lados paralelos. Uno de ellos tiene una pareja de lados opuestos iguales. El

Si no las hubiera, trace en el geoplano o en una hoja punteada las que hagan falta:

Para complementar el ejercicio y continuar con la depuracion de la clasificacion, apoye
a sus alumnos con actividades en donde se planteen afirmaciones que ayuden a distinguir
las diferencias y los aspectos comunes de los elementos que se presentan.
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k‘ Siguiendo con el ejercicio de los cuadrilateros, indique cual de las siguientes afirmaciones
es verdadera. En caso de que las considere falsas, muestre un ejemplo de un cuadrilatero que
no cumpla lo que se indica (un contraejemplo).

® Todo cuadrilatero que tiene todos sus lados iguales es un cuadrado.

® Todo cuadrilatero que tiene todos sus angulos iguales es un cuadrado.

® Todo cuadrilatero que tiene dos parejas de lados paralelos es un rectangulo.

® Todo cuadrilatero que tiene todos sus lados iguales es un rombo.

® Un rectangulo es un cuadrilatero equiangulo.

® Todo cuadrilatero que tenga dos parejas de lados paralelos y al menos un angulo de 90° es
un rectangulo.

® Los cuatro lados de todo cuadrilatero que es trapecio son diferentes entre si.

® Las diagonales de todo cuadrilatero que es paralelogramo son iguales entre si.

La relacion que hay entre los lados y los éngulos de los cuadriléteros determina la perpen-
dicularidad o paralelismo que existe entre sus lados. Esta es la base sobre la cual partir
para clasificarlos. Una manera de clasificar los cuadrildteros es segun la perpendiculari-
dad de sus lados en:

* Paralelogramos, si tienen sus dos parejas de lados paralelos.
* Trapecios, si tienen s6lo una pareja de lados paralelos.
* Trapezoide, si no tienen lados paralelos.

Euclides y la geometria plana

Fue hasta el siglo 111 a. C. que un matematico griego de nombre Euclides® public6 una de
las obras mds grandiosas que se han escrito en la historia de las matematicas: Los elermen-
tos. En este trabajo se recopilan, ordenan y sistematizan la mayoria de conocimientos en
geometria conocidos hasta esa época.

Cabe mencionar que este trabajo de Euclides es hasta la fecha uno de los mds represen-
tativos del pensamiento matematico. A mds de dos mil afios de su creacién, los enuncia-
dos, definiciones y conceptos que en él se abordan estan dotados de elegancia y sencillez,
ademas de que, en la actualidad, con algunas adaptaciones que se han dado a partir de
la evolucion de la disciplina, los conceptos ahi planteados son materia de estudio desde la
educacion basica hasta la universitaria. En este tratado, Euclides aborda el estudio de las
propiedades de lineas y planos, circulos y esferas, tridngulos y conos, etc. En otras pala-
bras, el estudio de las formas regulares.

* Euclides fue un matemético griego (325-265 a.C.) a quien se le conoce como el padre de la geometria. De su vida se
conoce poco; se sabe que vivio en Alejandria y se manejan tres hip6tesis referentes a su obra Los elementos: a) el mate-
matico que vivié en Alejandria, de quien se tiene noticia, la escribi; b) un equipo de matematicos que trabajaba en Ale-
jandria contribuyd a escribir las obras completas e incluso las firmé a nombre de su lider, Euclides, después de su muerte;
¢) las obras fueron escritas por un grupo de matematicos de Alejandria, quienes tomaron el nombre del personaje
histérico Euclides de Megara, el cual vivio cien afos antes de su época.
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Figura 1 | Fragmento
de Los elementos de
Euclides, escrito en
un papiro encontrado
en Egipto.

La geometria de Euclides parte de definiciones de elementos bésicos de la geometria,
cinco nociones comunes y cinco postulados, para construir y demostrar teoremas y re-
sultados. Los teoremas mas sobresalientes referentes a la geometria plana son:

* La suma de los dngulos interiores de cualquier tridngulo es 180 grados.

* En un tridngulo rectdngulo el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cua-
drados de los catetos (teorema de Pitagoras); si el cuadrado de uno de los lados de un
tridangulo es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados, entonces el trian-
gulo es un triangulo recto.

Los primeros cuatro postulados de Euclides son demasiado evidentes:

* Por dos puntos diferentes pasa una sola linea recta.

* Un segmento rectilineo siempre es alargado.

* Hay una tnica circunferencia con un centro y un radio dados.
* Todos los éngulos rectos son iguales.

Sin embargo, el quinto ha sido muy controvertido dado que no tiene la simplicidad ni la
evidencia de los anteriores: “por un punto situado fuera de una recta se puede trazar una
y solamente una recta paralela a ella”. Se crefa que a partir de los otros cuatro se haria una
demostracion de éste, pero Euclides no la escribi6. Por tal razén, muchos matematicos
intentaron prescindir de €l; sin embargo, ninguno tuvo éxito. De hecho, este axioma ha
sido tan importante que ha dado paso a la creacion de nuevas geometrias llamadas geo-
metrias no euclidianas, basadas en invalidar este axioma o sustituirlo por su negacion.
En el siglo x1x, el matematico ruso Nikolai Lobachevski cre6 una de ellas:

Las geometrias no euclidianas tienen la caracteristica particular de que al cambiar el axio-
ma de las paralelas, los dngulos internos de un tridngulo ya no suman 180 grados, pero,
como ya se dijo, éstas son otras geometrias.
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Si bien Euclides hace un esfuerzo por definir los elementos basicos, en la actualidad el es-
tudio de la geometria parte de conceptos basicos y primarios de punto, plano y espacio que
no se definen, sino que se captan por medio de los sentidos. Sin embargo, para cada uno
de ellos se dan modelos fijos que los ejemplifican o representan, por ejemplo:

* Un punto esta representado por la huella que deja un alfiler al presionarlo sobre un pa-
pel o por una estrella en el firmamento.

* Una recta queda representada por un hilo sujetado a un plomo.

* Un plano refiere a la superficie de un lago en calma o a la superficie de un espejo.

* El espacio euclidiano estaria constituido por todos los puntos existentes en el espacio
donde nos movemos.

A pesar de ser una de las aportaciones mds importantes para las matemdticas en su con-
junto, Los elementos de Euclides tuvieron su primera aparicién impresa en 1842, en Ve-
necia, en una traduccién del drabe al latin. Ha sido un texto esencial para el estudio de
las matematicas y de la geometria en particular, por recopilar y depurar mucho del co-
nocimiento que se tenia hasta entonces, por poner sobre la mesa nuevos elementos que
ayudaron a construir otro tipo de geometria que parte no sélo del empirismo, sino del
razonamiento inductivo y deductivo, asi como por la manera en que demuestra las pro-
posiciones que presenta.

Triangulos

Acercarse a la geometria por medio de la manipulacion y representacion de los objetos
geométricos haria que su estudio trascendiera mas alla de la medida como tnico fin de
la ensenanza en la educacion basica, es decir, el calculo de los perimetros o reas de las fi-
guras planas o de los volimenes de cuerpos geométricos no es el tinico objeto de estudio
de la disciplina, sino que el descubrimiento, construccién y empleo de la geometria desde
varias perspectivas es el principio para modelar, visualizar y representar conceptos y pro-
cesos matemdticos.

Hay que fomentar en los estudiantes de nivel basico el empleo del razonamiento in-
ductivo para hacer generalizaciones. Un camino para lograrlo —mas no el tinico, como
ya se dijo— seria la exploracion de las figuras y los objetos que manipulan y se encuen-
tran en su entorno. Describir los objetos seria el principio, pero no es suficiente.

Es muy comtin que lo primero que se le dice a los estudiantes cuando se ve el tema de
tridngulos sea: “esto es un tridngulo”. Se identifican sus elementos (vértice, lado y dngu-
lo) y después —o incluso antes— se da la definicion: “es una figura plana que se compone
de tres lados, tres vértices y tres angulos” Ademas, por lo general, el primer triangulo que
se les presenta tiene un lado horizontal, paralelo a la base del papel o pizarrén, y muy pro-
bablemente es isosceles (figura 2). Esto genera una idea limitada de lo que es un trian-
gulo, de la representacion del espacio y de sus elementos.

Es poco probable que los estudiantes exploren por primera vez figuras como las de la
pagina siguiente (figura 3) y las identifiquen como triangulos.

Posteriormente, es probable que realicen la actividad de iluminar tridngulos, pero la
variedad no siempre es suficiente para comenzar a generar conclusiones que fomenten
la construccion de aprendizajes de un mayor nivel.

Figura 2 |




110

Figura 3 |

Muchos de los errores que cometen los alumnos se deben a que tienen imdgenes concep-
tuales pobres; por ejemplo, si los alumnos creen que la base de un triangulo es el lado
horizontal porque en él se apoya, entonces pensaran que el primero de los siguientes
tridngulos tiene base pero el segundo no, lo cual es falso: cualquier lado de un tridngulo
puede ser tomado como su base (Garcia y Lopez, 2009).

Es comtn que se caiga en lo que la inercia escolar dicta y se dé de antemano una primera
clasificacion segtin la relacion que hay entre la medida de sus lados (equilatero, isdsceles
y escaleno) o segun la medida de sus dangulos (acutdngulo, rectdngulo y obtusingulo),
antes de cualquier exploracion, descubrimiento de propiedades o construccion de con-
ceptos. Se le propone al alumno que en una coleccion identifique aquellos tridngulos que
cumplen con las caracteristicas que el profesor determina. Ciertamente el estudiante ex-
plorara los tridangulos que se le presenten, pero solo a partir de las definiciones predeter-
minadas por el profesor. Al quedarse en este nivel, el estudiante cree que sabe todo sobre
los tridngulos, o bien, llegard a conclusiones tales como que dada la medida de tres lados
cualesquiera o de tres dngulos cualesquiera es posible construir un tridngulo.

Le sugerimos hacer la siguiente actividad, usted primero y luego presentarla a sus
alumnos.

k‘ De las siguientes figuras, ilumine aquellas en las que la suma de cualesquiera dos lados es
mayor que cualquiera de los lados restantes.

4
7
4 4
. 4 11
5
7
4
9
7

3 4
4
5 G 4
3] 8]
5 4
3]
2
4 6 4
2
2

5

5
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k O bien, mida con su transportador los angulos de las siguientes figuras. llumine de un color
las figuras cuya medida de los angulos interiores sume 180°, de otro color las figuras en donde
la medida de los angulos interiores sume 360 grados y con un tercer color donde la suma sea
mayor que 360 grados.

Ahora anote en su cuaderno las conclusiones que haya encontrado de cada una de las acti-

vidades.

® ;Qué figuras ilumin6 en cada caso?

® ;Qué conjetura daria a partir de observar la relacion que hay entre los lados de las figuras que
iluminé en el primer caso?

® ;Qué comentaria de las figuras que ilumino segiin las medidas de los angulos en cada caso?

® ;Qué conclusiones tendria de las actividades que acaba de realizar?

Explorar no es suficiente por si solo; hay que tener ciertas premisas, hay que dar ciertas
pautas que permitan al estudiante saber por donde empezar, pero sin darles el camino
completo. Esto permitira no slo que reflexionen y hagan uso del razonamiento deducti-
vo e inductivo para obtener conclusiones, sino que estar en constante contacto con este
tipo de situaciones les permite construir las bases para forjar este tipo de razonamientos
y, con el tiempo, ser ellos quienes formulen sus propias preguntas, disefien sus propias
estrategias de exploracion y den solucion a un problema para sacar las conclusiones de-
rivadas del estudio planteado de inicio. Es decir, que comiencen a hacer matematicas.

Por ejemplo, no es lo mismo partir de un triangulo con las medidas dadas, tanto de
sus lados como de sus angulos, a que se tengan las medidas y sea necesario construir el
tridngulo.
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h‘ Presente esta actividad (se sugiere que también la realice para que obtenga todo lo que
sabe de esta figura). Observe el triangulo, explérelo y anote todas sus caracteristicas y pro-
piedades:

m/ABC=76.21°
m/BCA =56.35°
mZ/CAB = 47.44°

mAB=5.65cm

mCA = 6.59 cm

mBC=5.00 cm
C

Ahora, trace o construya los siguientes triangulos con todos los elementos que tenga disponi-
bles: lapiz, regla graduada, compas, transportador, escuadras, hilo, palillos de madera, etcétera.

A partir de la medida de sus lados:

® Triangulo A: Medidas de los lados (5 cm, 4 cm, 3 cm).
® Triangulo B: Medidas de los lados (8 cm, 5 cm, 3 cm).
® Triangulo C: Medidas de los lados (6 cm, 4 cm, 4 cm).
® Triangulo D: Medidas de los lados (4 cm, 4 cm, 9 cm).

A partir de la medida de sus angulos:

® Triangulo E: Medidas de los angulos (90°, 35°, 55°).

® Triangulo F: Medidas de los angulos (90°, 35°, 55°); considere hacer un triangulo de dife-
rente tamafo.

® Triangulo G: Medidas de los angulos (95°, 40°, 55°).

® Triangulo H: Medidas de los angulos (60°, 40°, 55°).

® ;Qué conclusiones tuvo a partir de realizar el trazo o la construccion de los triangulos segin
la medida de sus lados?

® ;Qué conclusiones tuvo a partir de realizar el trazo o construccion de los triangulos segun la
medida de sus lados?

® ;En qué casos no fue posible trazar o construir un triangulo dadas las medidas de sus lados?

® ;En qué casos no fue posible trazar o construir un triangulo dadas las medidas de sus angu-
los?

«;Qué caracteristicas o propiedades comenzo a inferir de los triangulos?

Una vez que el estudiante descubra algunas condiciones o parametros sobre los trian-
gulos, sabra cudles de las siguientes ternas indican la medida de tres lados, con cudles se
traza o construye un tridngulo isdsceles y con cudles no, sin necesidad de recurrir a mo-
delos concretos.
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Elija las ternas de de lados; argumente lo mas posible las razones de su eleccion en cada

Ccaso.

(4,4, 4); (5,5, @% (O, 7, B (4,6,6)
7,5, 5)5 5,59 (5,5, 125 (6,6,13)

Otro ejercicio consiste en hacer una clasificacion de los poligonos segtin la medida in-
terior de la suma de sus angulos, la cual depende directamente del ntimero de lados vy,
por lo tanto, serd equivalente a éstos.

De manera similar, puede poner a los alumnos mds pequefios a formar tridngulos,
fungiendo ellos como vértices. En un principio, la actividad se desarrolla con una cuer-
da o eldstico cerrado para que jueguen con las diferentes formas y dimensiones que tiene
un tridngulo, en este caso, con el perimetro predeterminado por el tamano de la cuerda
o el elastico; posteriormente, les solicita que dichas construcciones las hagan usando
secciones de cuerda de diferentes tamanos.

Durante la actividad, solicite que seleccionen tres secciones de cuerda e intenten ha-
cer la formacion que les permita construir un tridngulo. Ponga ciertas condiciones para
que no usen el largo de sus brazos, por ejemplo, que todos los extremos de las cuerdas to-
quen el ombligo y estén lo més tensas posible. De esta forma se dardn cuenta de que no
todos los tamanos de cuerda les sirven para construir triangulos. Pida que expliquen
cudndo no les fue posible cerrar el tridngulo.

Puede hacer el mismo ejercicio con palillos de dientes que sirvan como unidad. Se pue-
den formar tridngulos con palillos alineados para cada lado. Por ejemplo, el tridngulo cu-
ya medida de lados es 3p, 4p y 2p es una construccion que requiere de nueve palillos.
Puede realizar preguntas tales como:

* ;Cuantos tridngulos diferentes se forman con nueve palillos?
* ;Cuantos tridngulos diferentes se forman con siete palillos?
e ;Cudntos tridangulos diferentes se forman con tres palillos?

* ;Y con cuatro palillos?

Es conveniente que siempre realice las actividades antes de trabajarlas con sus alumnos
y analice las posibles respuestas y dificultades que se puedan presentar.

A partir de la manipulacion de los objetos y de la representacion de las figuras —siem-
pre y cuando se haya obtenido y comentado alguna inferencia—, explique que las medi-
das de los lados deben guardar una relacién determinada para construir un tridngulo o
que no siempre se obtiene dicha figura porque la suma de las longitudes de cualesquie-
ra dos lados debe ser mayor que el tercer lado (la conocida desigualdad del tridngulo).

Sin haber planteado de antemano el teorema y su demostracion, los alumnos seran
capaces de inferir, a partir de los elementos con los que cuentan hasta el momento, que
los tridngulos tienen cierta propiedad y de una terna de longitudes lograran comprobar,
previo a hacer cualquier trazo, si esta desigualdad se cumple, por ejemplo: al hacer la su-
ma de cualesquiera dos lados de un triangulo con las longitudes de lado 8, 10, 15 o con
las ternas de longitudes 8, 10, 20, se verificard si la suma es mayor que el tercer lado.
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En el primer caso, la suma de 8 y 10 es 18,y 18 es mayor que 15. La suma de 8 y 15
es 23,y 23 es mayor que 10. Por dltimo, la suma de 10y 15 es 25, y 25 es mayor que 8.
Por lo tanto, esta terna de longitudes de lado satisface el teorema de la desigualdad del
tridngulo.

En el segundo caso, la suma de 8 y 10 es 18, y 18 es menor que 20. Por lo tanto, esta
terna de longitudes de lado no satisface el teorema de la desigualdad del triangulo dado
que la suma de dos lados cualesquiera no es mayor que el tercer lado.

Paralelas, perpendiculares y doblado de papel

De la misma manera que la relacion que hay entre los lados de una figura geométrica
plana puede ser un elemento de andlisis, también lo puede ser la relacién que hay entre
otros elementos, por ejemplo, en los cuadrildteros, la medida de los éngulos que forman
sus diagonales o la relacion que hay entre el tipo de figura y la longitud de sus diagona-
les. De este tipo de reflexion se pueden derivar una serie de cuestionamientos que vale
la pena explorar:

¢ ;Cuadles de los cuadrilateros tienen diagonales iguales?

* ;De qué depende que las diagonales de un cuadrilatero formen dngulos rectos en su
interseccion?

* ;Qué relacion hay entre los lados opuestos de un cuadrilatero y sus angulos opuestos?

Estas y otras preguntas servirdn para continuar con el andlisis de las propiedades de las
figuras planas, en este caso de los cuadrildteros.

Asimismo, el dibujo y trazo geométricos se utilizaran como un elemento extra para
la observacion de caracteristicas de las figuras planas y el andlisis de sus propiedades. No
solo es importante saber trazar dichas figuras y analizarlas en su conjunto, sino que con-
viene también realizar construcciones y trazos alternos de los elementos que sirven para
hacerlo. Por ejemplo, conocer algunas propiedades de las rectas paralelas y de las perpen-
diculares, asi como de su trazo, sera ttil para determinar y descubrir las propiedades de
los cuadrildteros antes mencionadas.

Para apoyar el trabajo en el aula, a continuacion se presentan actividades en donde
el doblado de papel sirve como herramienta para realizar algunas construcciones geo-
métricas de las cuales se obtendran conclusiones sobre sus propiedades y la relacién que
tienen con figuras como cuadrilateros y tridngulos. Cabe mencionar que el uso de la regla
y el compds para el trazo geométrico es un elemento fundamental del aprendizaje de la
geometria; es una herramienta util en el dibujo siempre y cuando se conozcan las propie-
dades fundamentales de las figuras a trazar, como el lugar geométrico de los puntos que
equidistan de un solo punto llamado centro en una circunferencia. Si bien con regla y
compas solo se trazan rectas y circunferencias o partes de éstas, a partir del trazo de dos
elementos geométricos se pueden trasladar segmentos, dividirlos en n partes iguales, tra-
zar angulos, tridngulos y algunos otros poligonos, siguiendo una serie de pasos y construc-
ciones auxiliares que permitan encontrar el resultado deseado. Estas dos herramientas
bésicas, con sus limitaciones, han tenido mucha importancia en el desarrollo de la geo-
metria desde sus inicios.



FORMA, ESPACIO Y MEDIDA
115

El doblado de papel es un auxiliar que permitird crear un circulo reflexivo en donde
se construyan figuras geométricas a partir de conocer sus propiedades y viceversa, es de-
cir, que al realizar los trazos se analicen y se descubran nuevas caracteristicas de las figu-
ras y propiedades. Las actividades o problemas propuestos se realizaran en clase con sus
estudiantes, pero es importante, como ya se menciono antes, que usted las realice previa-
mente para identificar qué elementos integrara y cudles no de acuerdo con el grado de
sus alumnos, qué preguntas se derivan de la actividad y con cudles comenzard, asi como
qué dificultades y conclusiones se pueden obtener de cada actividad.

Los trazos y construcciones geométricas hechas a partir de la técnica del doblado de
papel tienen sus ventajas y sus desventajas, al igual que la geometria de la regla y el com-
pas. Algunas cosas se podran hacer y otras no; ademas, se requiere practica para que los
trazos sean cada vez mds precisos.

kﬁ‘ Para comenzar a adquirir destreza en el doblado de papel, inicie por construir en el centro
de una hoja un segmento de recta que pase por un punto dado. O bien, elabore un angulo rec-
to. Cuando realice cada trazo, argumente matematicamente por qué el elemento construido
es efectivamente el que se desea. Cercidrese, por ejemplo, de que el angulo que trazé es efec-
tivamente recto y argumente por qué puede afirmar que lo es. Recuerde que solo es valido
doblar el papel. Para evitar tentaciones, recorte los bordes de la hoja, como se muestra en la

siguiente ilustracion:

Las Unicas reglas para hacer trazos a partir del doblado de papel son las siguientes:

® No se pueden hacer trazos con lapiz en la hoja de papel antes de doblarla.
® Cada doblez de la hoja determina una recta y cada interseccion de dobleces determina un
punto, los cuales se marcan como referencia.

® Una vez terminada la actividad, se marca con lapiz el trazo o figura realizada.

Al construir la linea que pasa por un punto es posible que haya seguido el siguiente procedi-
miento: se marca un punto sobre el papel y se dobla la hoja de tal forma que en el borde del
doblez esté el punto dibujado.
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Observara que cualquier doblez genera una linea y cualesquiera dos dobleces que se em-

palman generan una interseccion, es decir, un punto y cuatro angulos.

E‘ Describa ahora, paso a paso, como realizar las siguientes construcciones:

1. Linea perpendicular a otra dada.
2. Linea perpendicular a otra dada, que pase por un punto dado.

Pista:
® ;Como obtendria el punto medio de un segmento dado?
® ;Como es la linea que se formo al hacer el doblez que le permitié obtener el punto medio con

respecto a la linea dada?

Ahora describa, paso a paso, el proceso que le permitira construir una linea paralela a una rec-
ta dada, asi como una linea paralela a otra que pase por un punto previamente determinado.

Teniendo como base estas construcciones y una vez que se haya familiarizado con la téc-
nica del doblado de papel, contard con los elementos necesarios para realizar el trazo de
las siguientes figuras, tomando en cuenta las condiciones de cada caso ya que explor6 al-
gunas de las propiedades de los cuadrildteros y la relacion que hay entre sus lados, sus

angulos y sus diagonales.

bﬁ' Describa el proceso para llegar de la imagen A a la imagen B (pagina siguiente). Trace un
cuadrado que tenga como lado el segmento de recta A.

Conteste:
® ;Como obtuvo las rectas paralelas y las perpendiculares en cada caso?
® ;Qué trazo le permite garantizar que los lados del cuadrilatero tengan la misma longitud?
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A B

A continuacion, realice los trazos para obtener las siguientes figuras; luego, describa paso a
paso los dobleces que hizo y cudl es el fin de cada uno de ellos.

® Dado un segmento de recta, trace un cuadrado que lo tenga como diagonal.

® Trace un rombo que no sea cuadrado.

® Trace un paralelogramo que no sea rectangulo ni rombo.

® Trace un trapecio isosceles.

® Dado un segmento de recta, construya un trapezoide que lo tenga como diagonal.

MEDIDA

Desde la aparicion del ser humano sobre la Tierra, la necesidad de explorar el entorno pa-
rala comprension de la naturaleza y las cosas generd la necesidad de medir. Por ejemplo,
hay registros de mapas de aproximadamente 2 500 afos de antigiiedad en los que se mar-
can distancias entre lugares usando medidas corporales como el pie o el brazo, o bien,
expresadas en namero de jornadas solares. El trueque es otro ejemplo de medicion,
porque al intercambiar unos productos por otros habia que conocer la cantidad exacta
de éstos. La balanza es una herramienta que se ha usado para las medidas de peso desde
alrededor de 3 000 a.C; se tiene registro de su uso en Mesopotamia y Egipto. Las unida-
des de medicion que utilizaban en ese entonces eran los granos de trigo.

En esta seccién abordaremos uno de los temas mads significativos en primaria: la me-
dicién. Si bien ya desde la educacion preescolar los alumnos comienzan a trabajar algu-
nos de los conceptos y temas que integran el concepto de medida, en primaria se da
continuidad y se consolidan algunos temas en tanto que se inician otros.

Los temas de medida que se estudian en primaria son: medicion de longitudes, su-
perficies, volimenes, capacidades, masas, angulos y tiempo.
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Longitud y superficie
Perimetro

;Qué es el metro?, ;como se define?, ;cudndo y quién lo inventé?

En la antigtiedad, los romanos marcaban las distancias largas usando camulos de pie-
dras. Cada mil pasos ponian uno y asi sucesivamente. A estos cimulos les llamaban -
liarios y proporcionaban una aproximacion de las distancias entre los diferentes lugares
de las poblaciones. También hay evidencia de que usaban partes del cuerpo para medir
distancias. De hecho, el sistema inglés todavia usa este tipo de términos para medir lon-
gitudes: pie (la medida estdndar de un pie humano), pulgada (medida de la falange de
un pulgar), yarda (longitud de un brazo), entre otras.

La unidad de medida usada en el sistema métrico decimal es el metro. Esta palabra
tiene su origen etimoldgico en la palabra griega pétpov (Iéase metron), que significa ‘me-
dida} y fue usada en Francia con el nombre de metre como unidad de medida de longitud.

Alo largo del tiempo hubo varios intentos de unificar las unidades de medicion. En
1789 se nombré una Comision de Cientificos en Francia con la finalidad de igualar las
unidades de medida, peso ylongitud. Acordaron medir un arco meridiano para establecer
sobre él 'y, por lo tanto sobre la Tierra, la unidad de medida “metro”. Los encargados de
realizar los clculos fueron Jean Baptiste, John Delambre y Pierre Méchain, quienes usa-
ron un sistema de tridangulos desde Dunkerque a Barcelona para establecer la medida
“real” de dicho arco de meridiano y con esta medida determinaron cual serfa la longi-
tud del metro. Algunas de las definiciones del metro que han establecido son:

* 1971. Definicién dada por la Academia de Ciencias francesa: “El metro es la diez mi-
llonésima parte de la distancia que separa el polo de la linea del Ecuador terrestre.”

* 1889. En septiembre de este afo la Comision Internacional de Pesos y Medidas reali-
z6 prototipos del metro, uno en platino y otro en iridio, para que sirvieran como mo-
delo y se tuviera una referencia en caso de que se necesitara verificar que la longitud
no sufriera cambios. Estos metros atin se encuentran en un pabellén subterraneo en
Seévres, en la Oficina de Pesos y Medidas en las afueras de Paris.

* 1960. En la undécima conferencia de pesos y medidas se dio una nueva definicion de
metro: “1°650,763.73 veces la longitud de onda en el vacio de la radiacion naranja del
atomo del criptén 86.” La precision en esta medicion es superior a la de 1889.

* 1983. En la Conferencia General de la Oficina Internacional de Pesos y Medidas se es-
tableci6 que el metro es “la distancia que recorre la luz en el vacio durante un interva-
lo de 1299 792 458 de segundo”

La unidad de medida de longitud mas comun en el sistema métrico decimal es el metro,
algunas de sus equivalencias respecto a otras unidades de medida son:

Para medidas pequefas

Nombre de la unidad de medida Equivalencia en metros

Decimetro (dm) Equivale a 0.1 metros 0 1/10 de metro

Centimetro (cm) Equivale a 0.01 metros 0 1/100 de metro
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Nombre de la unidad de medida

Equivalencia en metros

Milimetro (mm)

Equivale a 0.001 metros 0 1/1 000 de metro

Micrémetro (um)

Equivale a 0.000001 metros o 1/1 000 000 de metro

Para medidas grandes

Nombre de la unidad de medida

Equivalencia en metros

Decametro (dam)

Equivale a 10 metros o 10' metros

Hectémetro (hm)

Equivale a 100 metros o 10> metros

Kilometro (km)

Equivale a 1 000 metros o 10° metros

Megametro (Mm)

Equivale a 1 000000 metros o 10° metros

s;Por qué y para qué medir? El hecho de medir usando una unidad de medida exactay
estindar es muy importante; si se continuara midiendo como en la antigtiedad, ocurri-
rian muchas imprecisiones. Por ejemplo, si se compra un terreno rectangular de 50 pies
de largo por 40 de ancho y resultara que al medirlo solamente mide 44 pies de largo por
35 de ancho seguramente serd que los pies con los que se mide no son iguales.
El uso de imagenes de dibujos o figuras para medir es muy ttil para la comprension
de regularidades de validacion y verificacion de férmulas, entre otras. Por ejemplo, ;c6-
mo determinar cudl de las siguientes figuras tiene mayor perimetro sin usar una herra-
mienta de medicion? El perimetro de una figura es la medida que tiene su contorno.

Aunque parezca un problema dificil, a veces la respuesta es sencilla; en este caso nos au-
xiliaremos de una cuadricula y, de esta manera, determinaremos la figura de perimetro

menor.
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kﬁ" Anote el perimetro de cada una de las figuras:

® Figura azul:

® Figura morada:

® ;Qué unidad de medida us6?

® ;Por qué eligi6 esa unidad?

El calculo de perimetros es un tema en donde los alumnos de primaria suelen cometer
errores comunes. Para prepararlos mejor, le sugerimos que empiece con la siguiente ac-
tividad.

L‘“ Anote cual de las siguientes figuras tiene mayor perimetro, cual menor y cudles tienen el

mismo perimetro.

® Figura de perimetro menor:

® Figura de perimetro mayor:

® Figuras con el mismo perimetro:

® ;Por qué eligi6 esa unidad?




FORMA, ESPACIO Y MEDIDA
121

Esta actividad prioriza la mediciéon (no necesariamente precisa) por medio del conteo
de la cuadricula para determinar asi el perimetro de cada una de las figuras.

Por otro lado, al sistematizar en la ensenanza el calculo de perimetros hay que hacer
énfasis en que se inicia el trabajo con las figuras mas simples, es decir, aquellas formadas
por lineas rectas. De este modo, el perimetro de una figura en la cual todos sus lados son
segmentos de lineas rectas queda determinado por la suma de las medidas de cada lado.

El célculo del perimetro de una figura se vincula con los temas de sentido numérico
y pensamiento algebraico, porque en ocasiones, para resolver problemas de célculo de pe-
rimetro, hay que resolver problemas de sumas y restas con los diferentes tipos de ntiime-
ros que se conocen. Para ejemplificar esto le pedimos que resuelva el siguiente problema.

L@‘ El perimetro de cada uno de los siguientes poligonos es de 18 cm; calcule la medida de los
lados que faltan.

7cm

6cm

® Medidas del triangulo is6sceles:

® Medidas del cuadrado:

® Medidas del rectangulo:

® Medidas del triangulo equilatero:

Ademids de saber operar con niimeros para resolver este problema, se tienen que conocer
algunas de las caracteristicas de los poligonos, como que en un triangulo isésceles dos
de sus lados miden lo mismo, o que en un rectdngulo los lados opuestos tienen la mis-
ma medida.

Otro tipo de problemas significativos en el calculo de perimetros de figuras consiste
en dar el nombre de una figura, calcular el perimetro y pedir que la tracen para verificar.
Un ejemplo de este tipo de problemas es el siguiente: trace un rectingulo cuyo perimetro
seade 12 cm.

Se supone que la medida de los lados del rectangulo es un nimero entero; por ejem-
plo, los siguientes rectangulos cumplen lo pedido.
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2cm Perimetro: 18 cm
7cm
4cm Perimetro: 18 cm 3cm Perimetro: 18 cm
6 cm
5cm

Este tipo de problemas ayuda a tener una mejor comprension de la magnitud de situa-
ciones que se presentan al explorar los perimetros de figuras. Lo anterior se resume di-
ciendo que “hay figuras del mismo tipo (rectingulos) que tienen el mismo perimetro,
pero no son idénticos” Mas adelante se retomara esta frase para ampliar su significado.

Area

El drea de una figura es la cantidad de superficie que ocupa. ;Coémo calcular el drea de
una figura?, ;como son o cémo deben ser las unidades en que se mide el drea?

Sin lugar a dudas no es tan natural que las unidades en las que se mide el drea se lla-
men centimetros cuadrados, metros cuadrados, kilometros cuadrados, etc. ;Por qué?, ;de
donde sale lo “cuadrado™
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k‘ En la siguiente cuadricula se trazaron varias figuras; determine el nimero de cuadritos [
que abarca cada una de ellas.

Z4AN

4
PZANY
® Rectangulo: ® Triangulo:
® Cuadrado: ® Trapecio:

Usando una cuadricula como la anterior podremos aproximar el drea de figuras no geo-
métricas. Asimismo, utilizando esta misma situacion, senalaremos de manera puntual
una de las razones por las cuales las unidades de medicién de drea son cuadraticas. Por
ejemplo, en el cuadrado verde de la figura anterior caben 32 cuadraditos [1; entonces
podemos decir que tiene un drea de 32 cuadrados.

Asi, un centimetro cuadrado es el drea de un cuadrado cuyo lado mide 1 cm. Un deci-
metro cuadrado es el drea de un cuadrado cuyo lado mide 1 dm; un metro cuadrado es
el drea de un cuadrado cuyo lado mide 1 m y asi sucesivamente.

h"Siel cuadrado [ mide 1 cm?, calcule el area en centimetros cuadrados de las siguientes fi-
guras:
T T i i i By B M Al T ---I
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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1 1 1 1 1 1 1 1 1
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1 1 1 1 1 1 1 1 1
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Una vez que nos apropiamos de algunas formulas para el calculo de dreas, como la del
triangulo —“el drea de un triangulo es el producto de las medidas de su base y su altura
entre dos”—, surge una gran diversidad de tipos de problemas sencillos, pero ingenio-
sos de resolver.

Por ejemplo, si ponemos los dibujos de los dos triangulos de la siguiente imagen y pre-
guntamos cudl de ellos tiene mayor area, pareceria un problema complicado de resolver:
tendriamos que medir y, si los instrumentos de medicién que usamos no son precisos,
obtendriamos resultados erréneos.

Sin embargo, una observacion sencilla de las figuras nos indica que las medidas de la
base y dela altura en ambos tridangulos son iguales, es decir, ambos triangulos tienen la mis-
ma drea. De hecho, si la cuadricula fuera mas grande, encontrarfamos més tridngulos con
la misma superficie pero con formas diferentes. Por ejemplo, todos los tridngulos del si-
guiente dibujo tienen la misma drea.

A partir de la férmula para calcular el drea del triangulo es posible derivar formulas para
calcular el area de muchas otras figuras.
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Para un cuadrildtero, basta trazar una diagonal para que éste sea dividido en dos
tridngulos; asi, para calcular el drea del cuadrilatero hay que calcular el drea de cada uno
de los tridngulos.

SROR

Para encontrar una férmula para calcular el drea de un paralelogramo se traza algu-
na de las diagonales, dividiéndolo también en dos tridngulos idénticos.

/ / 4cm 4cm
cm

5

5cm 5cm

Asi, el drea del paralelogramo es dos veces el drea del tridngulo que se forma (porque se
forman dos tridngulos iguales), pero el area del triangulo es el producto de la base por
la altura entre dos [Area = (b X a)/2]; entonces el area del paralelogramo es el producto
de la base por la altura.

Algunas de las formulas para calcular el area de las figuras geométricas mas comu-

nes son:
Nombre Dibujo Area Perimetro
Triangulo Base por altura dividido entre 2 | Suma de la medida

area=(axb)/2 de sus tres lados

base

Cuadrado Producto de sus lados Suma de la medida
area=[x[=[ de sus lados
P=l+1+[+[=4l
adox
A
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Nombre Dibujo Area Perimetro
Rectangulo Producto de labase y laaltura | Suma de la medida
altura area=axb de sus lados
P=a+b+a+b=2(a+b)
base (b)
Rombo Producto de las diagonales Suma de la medida
1ado (0 dividido entre 2 de sus lados
ado area=(mxn)/2 P=[+[+[+[=4]
"""" diagonal menor (n)
diagghal mayor (m)
Romboide Producto de la base y laaltura | Suma de la medida
area=axb de sus lados
altura (a)
base (b)
Trapecio base menor Producto de la suma de sus Suma de la medida
isosceles dos bases dividido entre 2 de sus lados

y multiplicado por la altura

altura area=(B+b)/2xa
Base mayor

Cuadrilatero Se triangula el poligono Suma de la medida
irregular y se suman las areas de sus lados

T1 area=T1+T2+T3+T4

T4
T2
T3

Calcule el area y el perimetro de cada uno de los terrenos que se presentan en las figuras

de la pagina siguiente.
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Uno de los problemas que la cultura griega intento resolver fue el de encontrar un cua-
drado (o rectangulo) cuya drea fuera la misma que la de una circunferencia con un radio
dado usando solamente regla (no graduada) y compas. Por ejemplo, si el radio era 1,
intentaban construir un rectangulo cuya area fuera la de la circunferencia de radio 1 (en
este caso, la circunferencia tendria 7 unidades cuadradas de area). Sin embargo, no pu-
dieron hacerlo, aunque las aproximaciones que dieron, sin duda alguna, son muy inge-
niosas. Respecto a esta construccion, en 1882, el matematico francés Evariste Galois, de
20 anos de edad, sorprendié a toda la comunidad cientifica probando que dicha cons-
truccion es imposible.

Volumen y capacidad
Volumen

El volumen de un cuerpo esta definido como la cantidad de espacio que ocupa, pero, ;qué
significado tiene la palabra espacio en la definicion si queremos saber el volumen de un
cuerpo especifico?, ;como lo calculamos?, ;cudles son las unidades en las que se mide?

Sin lugar a dudas, este tema resulta un tanto dificil de estudiar sobre todo si comen-
zamos calculando el volumen de cuerpos o figuras complejas o si se estudian formulas
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desde el inicio. No obstante, si realizamos ejercicios como los que se presentan a continua-
cion serd posible construir y consolidar los conceptos ademas de que se promovera la
deduccion de férmulas para calcular el volumen de algunos cuerpos geométricos.

Lq~ Determine el nimero de cubos que forman cada una de las figuras siguientes:

L L 2L L

Nimero de cubos Numero de cubos Numero de cubos

[l 7 7 7
[l L O L L

L L L L

Numero de cubos Numero de cubos Numero de cubos
Numero de cubos Numero de cubos Numero de cubos
Numero de cubos Numero de cubos Numero de cubos

Es importante notar que figuras y cuerpos con diferentes formas pueden estar constituidos por el mismo niimero de cubos.
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® ;Qué cuerpos de los anteriores estan formados por el mismo nimero de cubos?
® Dibuje cuatro figuras con formas diferentes que estén formados por diez cubos.
¢ ;Con cuantos cubos esta formado un prisma rectangular que tiene tres cubos de frente, dos

de ancho y cuatro de altura?

Silamedida dela arista del cubo con la que se forman 1em3

las figuras mide un centimetro, entonces al cubo se le
llama cubo unitario y se dice que su volumen es de lcm

un centimetro ctibico, que se escribe 1 cm’. 1
cm

Escriba en centimetros cubicos el volumen de las figuras de la p. 123.

Este sistema de figuras formadas por cubos se comprende mejor si en lugar de dibujos
formamos las figuras con cubos reales; por ejemplo, al hacer figuras diferentes con 20
cubos comprendemos que el volumen de una figura no depende de la forma.

Uno de los errores comunes que cometen los alumnos al estudiar el volumen es creer
que las figuras mas altas tienen mayor volumen que las que son mas pequenas. Con es-
te tipo de materiales los alumnos descartaran este tipo de ideas.

Otra consideracion importante al trabajar con materiales de este tipo es el hecho de
que, al formar figuras con cubos, las férmulas para calcular el volumen de prismas rec-
tangulares y cubos se pueden deducir. Si bien no se pretende que en la primaria se deduz-
can y trabajen volumenes de pirdmides o de otros cuerpos irregulares, si es objetivo de
ésta el que se establezcan las bases para el trabajo posterior.

Por ejemplo, una vez que se determina que el area de
un prisma rectangular es el producto del drea de la base
por la altura, se puede de manera natural extender la

Altura
formula para el célculo del volumen del prisma recto, el
7 B:
producto del area de su base por la altura.
™
Prisma triangular, Prisma rectangular, Prisma pentagonal,
base triangulo base rectangulo base pentagono

Pero, ;como calcular el volumen de un cuerpo irregular como una piedra, un juguete o
un pan? Parecerfa un problema muy dificil de resolver; siquiera aproximarse parece com-
plicado.
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Sin embargo, hay un procedimiento muy usado para encontrar el volumen de cuerpos
irregulares. Para ello es necesario establecer un concepto estrechamente vinculado con
el de volumen: el de capacidad.

La capacidad de un recipiente es la cantidad de materia (agua, arena, semillas, etc.)
que contiene. La diferencia entre el volumen y la capacidad es que el volumen es el es-
pacio que ocupa el objeto.

k" Por ejemplo, en una caja de carton que esta abierta y cuyas medidas son un metro de lar-
go, un metro de ancho y dos metros de altura:

® ;Cual es su volumen?

® ;Sila caja se cierra el volumen cambia o es el mismo?

Si respondié que el volumen de la caja es de 2 metros ctibicos, es importante que veri-
fique la definicion de volumen, porque el espacio que ocupa la caja es el “espacio que
ocupa el cuerpo”. En este caso, el volumen de la caja abierta o cerrada es el mismo por-
que, al aplicar la definicién, solamente el material del que esté hecha (cartdn, pléstico o
madera) es lo que ocupa espacio. Pero, ;qué pasa si la caja esta llena de arena o semillas
o algdn otro producto?

Conteste a la pregunta: el volumen de la caja cambia o no?

Por supuesto que el volumen de la caja es el mismo, esté llena o vacia. Lo que sucede es
que la caja tiene la cualidad de contener otras cosas, es decir, la caja es un recipiente. En
conclusion, la caja no tiene volumen (hay que recordar que estamos considerando que
lo que tiene volumen es de lo que esta hecha, por ejemplo, de carton), pero la caja estd
hueca y si tiene capacidad.

|
Sila caja es solida, su T Sila caja es hueca, su
volumen es el espacio 1 volumen es solamente
que ocupa la caja. [ el espacio que ocupan
I las caras de la caja,
I y su capacidad es todo
= = = = =t = = |0 que contiene.

Otro ejemplo que podemos considerar es el de una alberca vacia de 10 metros de largo
por 20 de ancho y 2 de profundidad. Cuando la alberca esta llena, estamos tentados a
decir: “el volumen de la alberca es de 400 metros ctibicos” (400 = 10 X 20 X 2); sin em-
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bargo, este enunciado encierra un error porque la alberca no esta hecha de agua, sino
que la contiene. El agua que estd en la alberca efectivamente tiene un volumen de 400
metros cubicos, no la alberca. En todo caso, se dird que la alberca contiene 400 metros
cibicos de agua.

Asi como la definicion del metro ha tenido su historia, adaptaciones y cambios, tam-
bién el litro —la unidad de medida de capacidad— ha tenido cambios a lo largo de los
anos. En 1879, la Oficina Internacional de Pesos y Medidas estableci6 la definicion de
lo que es un litro: “la unidad de capacidad que es equivalente al espacio ocupado por un
decimetro cubico*”. Su uso fue aceptado en el Sistema Internacional de Unidades.

En 1901, un litro fue descrito como “el volumen ocupado por una masa de un kilogra-
mo de agua pura en su maxima densidad y presion normal”. Esta definicion de litro fue
desechada en 1964 porque habia una diferencia con el decimetro ctibico en aproxima-
damente 28 partes de millon, del orden de 0.0000028, que aunque es un nimero muy
pequenio, en grandes cantidades provocaba errores de consideracion.

El simbolo usado para denotar al litro como unidad de medida es la letra [, aunque
en ocasiones se puede confundir con el nimero uno y, en ese caso, se usa mayuscula (L)
u otra tipografia (¢).

Hay una estrecha relacion entre las unidades de volumen y las de capacidad, porque
la capacidad se define en funcién de un decimetro ctibico; por ejemplo, un mililitro es la
capacidad que tiene el cubo cuya arista mide un centimetro.

Un error comun que cometen los alumnos es creer que en un litro de agua caben 100
mililitros o que en un metro ctibico caben 100 litros. Una actividad recomendable para
llevar a cabo consiste en construir un cubo de un decimetro de arista y uno de un metro
de arista e ir introduciendo los cubos de un decimetro en el de un metro para darse cuen-
ta de cuantos caben.

Anteriormente mencionamos que es dificil calcular el volumen de ciertos cuerpos.
En este momento nos encontramos en condiciones de retomar este célculo.

;Como obtener el volumen de una piedra? Una forma muy simple es poner agua en
un recipiente graduado (una jeringa, un bibero6n e incluso algunas jarras) y registrar la
capacidad que ocupa. Luego introducimos la piedra y registramos nuevamente la capa-
cidad marcada en el recipiente; finalmente obtenemos la diferencia entre las dos canti-
dades obtenidas y el resultado sera el volumen de la piedra.

La capacidad de los objetos puede utilizarse para el cilculo de volumenes de figuras,
como las piramides. Por ejemplo, si tenemos una piramide cuadrangular como la del si-
guiente dibujo, es conveniente construir un prisma rectangular con la misma base y altu-
ra de la pirdmide.

* Un decimetro cubico es el volumen que ocupa un cubo cuyas aristas miden cada una 10 centimetros.
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Tales de Mileto, filosofo
griego que contribuyd
en gran parte al
desarrollo de la
geometria.

Sillenamos la pirdmide de arena fina y la vaciamos en el prisma nos daremos cuenta de
que este procedimiento se puede hacer tres veces, es decir, el volumen de la pirdmide es
un tercio del volumen del prisma.

Como ya mencionamos, la unidad de medida de capacidad mas comun en el sistema
internacional de medidas es el litro. Algunas de sus equivalencias respecto a otras uni-
dades de capacidad son:

Para medidas pequefas

Nombre de la unidad de medida Equivalencia en litros
Decilitro (dI) Equivale a 0.1 litro 0 1/10 de litro
Centilitro (cl) Equivale a 0.01 litro 0 1/100 de litro
Mililitro (ml) Equivale a 0.001 litro 0 1/1 000 de litro
Microlitro (ul) Equivale a 0.000001 litro 0 1/1 000 000 de litro

Para medidas grandes

Nombre de la unidad de medida Equivalencia en litros
Decalitro (dal) Equivale a 10 litros o 10" litros
Hectolitro (hl) Equivale a 100 litros o 10? litros
Kilolitro (kl) Equivale a 1 000 litros o 103 litros
Angulos

Gran parte del desarrollo de los conceptos geométricos tiene su inicio en el Medio Orien-
te y muy particularmente en el antiguo Egipto; la necesidad de medir predios agrarios y
de construir pirdmides y monumentos fue, sin lugar a dudas, lo que contribuy¢ al de-
sarrollo de esta disciplina. Si bien en sus origenes el estudio de la geometria no manifes-
taba la necesidad puntual de estudiar las propiedades de las figuras geométricas, las
propiedades y la belleza de las formas creadas se reflejaban principalmente en sus cons-
trucciones.

Posteriormente, los conocimientos geométricos desarrollados en Egipto fueron lleva-
dos a Grecia por Tales de Mileto.” Aunque no son hechos del todo seguros, en la actua-
lidad se le atribuyen varios teoremas. De entre ellos los mas notables son:

* Un triangulo que tiene por lado el didmetro de la circunferencia que lo circunscribe es
un triangulo rectangulo (p. 133).

* Cualquier didmetro divide cualquier circulo en dos partes iguales.

* Un tridngulo isésceles tiene dngulos iguales en su base.

* Las relaciones que se forman entre los dngulos formados al cortar dos rectas paralelas
por una perpendicular.

* Tales de Mileto (630-545 a.C.) es considerado uno de los primeros filésofos de Occidente y fundador de la escuela joni-
ca, segun los testimoniales recogidos por Aristoteles. Fue conocido como el sabio astronomo y uno de los siete sabios de
Grecia; se dice que uno de sus discipulos y protegidos fue Pitdgoras. Es considerado uno de los mas grandes mateméticos
de su época por sus importantes aportaciones a los fundamentos de la geometria.
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. . Diametro
Circunferencia que

circunscribe al
triangulo

Tridngulo rectangulo dentro de una circunferencia.

También es muy conocida la historia acerca del método de comparacion de sombras que
us6 Tales de Mileto para medir la altura de las pirdmides de Egipto, el cual se explica de la
siguiente forma:

Si una vara es clavada al piso y a cierta hora del dia da una sombra de un metro de lon-
gitud, entonces una vara del doble de tamano dard una sombra de dos metros de longi-
tud y una vara del triple de tamano dard una sombra de tres metros, y asi sucesivamente.

Por lo tanto, para determinar la altura de una pirdmide habia que clavar una vara en el
piso y medir cudntas veces cabia su sombra en la sombra de la piramide y ése era el nu-
mero de varas que media la piramide de altura.

N >

Se considera que en esta época se inicia la geometria demostrativa, es decir, la prueba o

justificacion de las propiedades de las figuras por medio de razonamientos y no porque
resulten de la préictica. Las demostraciones pasan a ser fundamentales y la 16gica comien-
za por consolidarse como la base del razonamiento y la abstraccion del pensamiento.

Una de las citas mas celebres de Tales de Mileto es: “La esperanza es el inico bien co-
mun a todos los hombres; los que todo lo han perdido, la poseen ain.”

133

h" Resuelva lo siguiente:

Usando un transportador trace dos circulos, uno con un radio de 5 cm y el otro con radio de 10 cm. A continuacion, do-
blelos como se indica y marque el angulo del circulo de radio de 5 cm con la letra A y el de radio de 10 cm con la letra B.
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® ;Qué angulo es mayor?

® Si una circunferencia de radio de 1 m se dobla de la misma manera que se indico, ;el angulo que se forma es mayor, me-
nor o igual al que se formo en las otras dos?

El angulo que se formo al doblar la circunferencia, como se indico, se llama angulo recto.

Compare si el angulo recto que se construyd es mayor o menor que los angulos formados por las esquinas del libro, las
esquinas de la mesa, los mosaicos del piso o las esquinas de las ventanas.

Las figuras y los conceptos geométricos se logran entender de mejor manera cuando for-
mamos parte de éstos; la manipulacion y construccion permiten una mejor reflexion
acerca de lo que queremos aprender. Por ejemplo, el dngulo formado en la actividad an-
terior nos permite comprender que su medida no depende del tamano de los segmentos
de recta que lo forman, sino de la abertura entre éstos. Ademds, la comparacion de este
angulo con objetos de nuestro entorno nos permite determinar que éste es uno de los
angulos mds comunes y por tal motivo requiere de atencién especial.

k“ Usando uno de los angulos rectos que construy6, mida cada uno de los siguientes y anote si el angulo es mayor, me-
nor o igual al angulo recto.

A

o

VN

Nota: Antes de medir cada uno de los angulos le sugerimos predecir si va a ser mayor, menor o igual; luego mida.
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Los angulos se clasifican en aquellos que miden menos que un dngulo recto, los que mi-
den més de un angulo recto y los que miden lo mismo. Asi, un dngulo agudo es un an-
gulo cuya medida (abertura) es menor que un angulo recto. Un dngulo obtuso es aquel
cuya medida (abertura) es mayor a la de un angulo recto. Cabe mencionar que un an-
gulo obtuso debe medir menos que dos angulos rectos. Mas adelante se dara una clasi-
ficacion completa de los angulos.

Formalmente, un angulo es la parte del plano comprendida entre dos semirrectas
que tienen un mismo punto de origen o vértice.

Semirrecta

Angulo

Vértice

Semirrecta

Algunas definiciones histéricas son:

* Euclides decia que un angulo es la inclinacién mutua de dos lineas que se encuentran
una a otra en un plano y no estdn en linea recta.

* Proclo indicaba que un dngulo debe ser una cantidad o una relacion.

* Eudemo de Rodas menciond que un angulo es la desviacion de una linea recta.

Si entendemos un dngulo como la regiéon comprendida entre dos semirrectas que con-
curren en un punto o como la abertura entre dos semirrectas, cabe indicar que el tamano
dela abertura es importante. Por ejemplo, la abertura de un angulo agudo es menor que
la del angulo recto. Al tamario de la abertura de un dngulo se le llama medida del dngulo.

Las unidades de medicion de los angulos son:
¢ Radian: su uso es oficial en el Sistema Internacional de Medidas.
¢ Grado centesimal.

* Grado sexagesimal.

El instrumento mds comun para medir angulos es el transportador.

Un angulo es la
abertura que hay

entre dos segmentos

de recta.
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La clasificacion de los angulos respecto a su medida es:

Clasificacion

Imagen

Angulo agudo

En radianes: es el angulo formado por dos semirrectas con amplitud
mayor a 0 radianes y menor a /2 radianes.

En grados: es el angulo formado por dos semirrectas con amplitud
mayor a 0° y menor a 90°.

Y

Angulo recto

En radianes: es el angulo formado por dos semirrectas con amplitud
igual a /2 radianes.

En grados: es el angulo formado por dos semirrectas con amplitud
igual a 90°.

Angulo obtuso

En radianes: es el angulo formado por dos semirrectas con amplitud
mayor a /2 radianes y menor a  radianes.

En grados: es el angulo formado por dos semirrectas con amplitud
mayor a 90° y menor a 180°.

Angulo llano, extendido o colineal

En radianes: es el angulo formado por dos semirrectas con amplitud
igual a 7 radianes.

En grados: es el angulo formado por dos semirrectas con amplitud
igual a 180°.

180°

A

Angulo oblicuo
Angulo que no es ni recto ni suma de rectos.

210° C N

Los dangulos también se clasifican en concavos y convexos. Cuando se intersecan dos rec-
tas en el plano (no coincidentes ni alineadas) se forman dos angulos con medidas dife-

rentes:

* Al dngulo que mide menos de 7 radianes o 180° se le llama dngulo convexo o saliente.
* Aldngulo que mide mds de 1 radianes o 180° pero menos de 21 radianes o 360° se le

llama dngulo céncavo o entrante.

Angulo convexo

Angulo concavo

Y
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Enla escuela primaria, el estudio de la geometria busca que el estudiante tenga la capaci-
dad y habilidad para explorar, conocer e identificar las propiedades y caracteristicas del
espacio y sus elementos e interactuar y desenvolverse en él. Es decir, que los alumnos se
familiaricen con los objetos geométricos, los manipulen, los midan y usen el conoci-
miento de sus propiedades para la resolucion de los problemas que se les presenten. Por
eso es importante que, desde el inicio de su formacion, fomente este tipo de trabajo con
los estudiantes, que sus actividades vayan encaminadas a la manipulacion, la observa-
cion, la descripcion, la caracterizacion y el andlisis de los objetos geométricos que les
rodean. Ademds —aunque no fue un tema tratado en estos apartados— conviene que
los estudiantes no s6lo aprendan a explorar el espacio que les rodea a partir del analisis
de las propiedades de los elementos que lo componen, sino también de sus relaciones, su
ubicacion y sus trayectorias. El uso de mapas y representaciones planas, asi como de des-
cripciones verbales, ayudan a que esto se logre.



138

TRATAMIENTO DE LA INFORMACION Y PROBABILIDAD

INTRODUCCION

Para comprender la informacion que contiene una gran cantidad de datos se requiere de
una sistematizacion. Uno de los primeros momentos de la historia en donde se recaba-
ron datos fue el censo, que es un procedimiento de recuento de individuos que cumplen
con ciertas caracteristicas.

El primer censo del que se tiene noticia en México se realizé en el ano 1116 d. C. du-
rante la segunda migracion chichimeca al Valle del Andhuac. Siglos mds tarde, los virre-
yes espanioles mandaron a hacer varios conteos de poblacion; el primer censo del Méxi-
co independiente tuvo lugar en 1831 y el dltimo censo del siglo x1x se hizo en 1895,
durante la presidencia de Porfirio Diaz.

Se sabe que en Egipto se realizaron censos con diferentes propésitos, como la admi-
nistracion tributaria. En Roma hubo la necesidad de hacer censos de propiedades que
se revisaban cada cuatro anos debido al sistema de organizacion de su ejército, el cual se
dividia en cinco clases de acuerdo con el ntimero y valor de las posesiones de la familia
de procedencia de los reclutados. A partir de estos censos se dio una nueva estratifica-
cién social: propietarios y proletarios, ademas de la ya existente, plebeyos y patricios. Los
censos eran tan importantes en Roma que surgio el censor, quien se encargaba de em-
padronar a la poblacion para conocer el nimero de habitantes en los diferentes territo-
rios romanos, principalmente para el cobro de impuestos.

Ademas de estos ejemplos histéricamente importantes, ;en qué otras situaciones se reca-
ban cantidades importantes de informacion?

Actualmente se estudia informacion relacionada con muy diversas cosas, por ejemplo,
el nimero de cimulos de cada galaxia, la mutacion de los virus y sus efectos patolégicos,
los diferentes tipos e intensidades de reaccion de los pacientes ante los medicamentos,
la cantidad de particulas suspendidas en el aire, los hébitos de los consumidores, la canti-
dad de morosos en distintos tipos de préstamos, nivel o porcentaje de audiencia de dis-
tintos programas de television, las caracteristicas de los usuarios de las redes sociales,
los habitos de la migracion de los animales, las caracteristicas fisicas de los distintos ma-
teriales, los procesos de degradacion de los bosques y de todo aquello que es de interés
para la humanidad, entre otras.

Seguramente usted puede pensar en varias de estas situaciones en las que el manejo de
una cantidad grande de informacién es importante.
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El tratamiento de la informacion es una de las fases de la estadistica. La estadistica es
la rama de las matematicas que se ocupa de la obtencion, medicion e interpretacion de la
informacion a partir de datos con el fin de tomar decisiones, de ahi su importancia.

Para tratar algunos de los conceptos fundamentales de la estadistica, en este capitulo
consideramos conveniente incorporarlos paulatina y progresivamente mediante ca-
sos concretos en los que se ilustre la necesidad de su utilizacion. Asimismo, a lo largo de
los casos presentaremos algunas sugerencias y observaciones que creemos pueden ser
de interés para el maestro de primaria. Todas las gréficas incluidas en los apartados “Re-
coleccion, organizacion y presentacion de informacion” y “Anélisis de la informacion”
pueden ser consultadas en la pégina <http://arquimedes.matem.unam.mx/primaria/
2012_FC_AMITE/>.

RECOLECCION, ORGANIZACION Y PRESENTACION DE LA INFORMACION

Algunos de los episodios més afortunados en el desarrollo de la ciencia se dieron en con-
textos histdrico-sociales de grandes tragedias. Tal es el caso de un muchacho de 22 anos
que tuvo que regresar a casa cuando la universidad de Cambridge cerrd sus puertas de-
bido a una epidemia de peste bubonica. El tiempo que pas6 el joven Isaac Newton ence-
rrado en su casa se considera uno de los periodos de creatividad cientifica més prolificos
en la historia de la ciencia, aunque representa un episodio tragico para miles de familias
que perdieron a sus seres queridos en una ola de muerte que mermo significativamen-
te a la poblacion inglesa de esa época.

El edicto real de Charles II, que ordenaba a la gente recluirse en sus casas y cerrar los
lugares publicos, bien pudo tener su origen en algunas advertencias de salud publica
realizadas tres anos antes por un comerciante inglés, quien publicé en 1622 un libro ti-
tulado Observaciones naturales y politicas basadas en el conteo de mortalidad, en el que
describe sus hallazgos acerca de algunos patrones de regularidad al organizar datos alea-
torios de los fallecimientos registrados en las iglesias londinenses a lo largo de varios anos.
Este hombre se llamaba John Graunt (Londres, 1620-1674) y su pujante negocio de te-
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las y merceria lo habia hecho muy influyente en la sociedad de aquella época. Graunt era
un hombre con una gran curiosidad que se interesé por saber cudntas personas morfan
a causa de la peste bubdnica que comenzaba a expandirse en Londres. Pero su curiosidad
lo llev6 atin més alld y, con ayuda de su alumno William Petty, extendi6 sus investigacio-
nes para saber cudntos londinenses fallecian en un periodo de tiempo determinado y cual
era la causa de su muerte (figura 2).

El trabajo de Graunt es considerado como el inicio metodolégico formal de la esta-
distica. A este hombre de negocios, que empleaba y gustaba de las matematicas, se le
atribuye la paternidad de la demografia y de la epidemiologia porque fue el primero en
expresar las probabilidades de supervivencia por grupos de edad, asi como las principa-
les enfermedades o accidentes que las causaban. Para hacerlo empleé aritmética basica,
organizacion y clasificacion de la informacion y representacion grafica de datos, expre-
sando afirmaciones fundamentadas de manera muy clara y dando a los nimeros un
significado social que sirvié al Estado para comenzar a atender cuestiones de salud pu-
blica. Las conjeturas de Graunt sentaron las bases de investigaciones sociales sobre el
comportamiento de las poblaciones que siguen empledndose en la actualidad.

Caso 1. Esperanza de vida

Un indicador demogréfico muy utilizado para caracterizar los niveles de bienestar de un
pais es la esperanza de vida, que hace referencia al nimero de anos que se espera que vi-
vird un recién nacido. Es interesante comparar los cambios en la esperanza de vida en-
tre sexos, entre regiones o paises y su evolucion en el tiempo.

Seguin datos del Consejo Nacional de Poblacion, en la década de 1990, la esperanza
de vida de los nifos en México era de 67.7 anos y la de las recién nacidas era de 73.5 afios
en promedio. Las mujeres vivian 5.8 afios mas que los hombres.

Tras el censo de 2010 se encontrd que la esperanza de vida era de 73.1 anos para los
hombres y 77.8 anos para las mujeres. Es claro que las mujeres sélo viven 4.7 aios mas
que los hombres. A partir de esta informacion planteamos algunas preguntas:

° ;A qué se debe la disminucion de esta diferencia?
* ;Se esperaria que esta diferencia contintie disminuyendo?
¢ ;Cree que la esperanza de vida seguird aumentando, pero su diferencia disminuyendo?

Es comun que a partir de datos como los que se proporcionan arriba se hagan afirma-
ciones para responder a las preguntas planteadas. Sin embargo, no contamos en este mo-
mento con la informacion suficiente para esto. Lo que si afirmamos es que la diferencia
en la esperanza de vida por género ha disminuido.

Algunas de las explicaciones que se han dado sobre estos cambios senalan una com-
binacién de factores entre los que se encuentran el aumento en los niveles de bienestar
general y las variaciones en las actividades y espacios tradicionales en que se desempe-
nan hombres y mujeres. Esto dltimo pudo producir cambios tanto en la composicién
de la familia, como en las responsabilidades y los hébitos cotidianos de la sociedad actual.
Ello habria tenido como consecuencia un incremento de los fallecimientos por enferme-
dades cardiovasculares en las mujeres, lo cual explicaria en parte por qué la esperanza
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de vida entre hombres y mujeres ha disminuido. Observe que lo anterior no es una afir-
macion contundente, sino una hipétesis realizada a partir de elementos que no se
encuentran en la informacion proporcionada originalmente.

Lo que es un hecho es que las cifras mostradas acerca de la poblacion mexicana ac-
tual no serfan conocidas sin el proceso riguroso de conteo y organizacion de una canti-
dad significativa de registros de defunciones en México. El conteo es importante pero,
una vez terminado, los datos obtenidos no muestran por si solos su sentido sino hasta
que se organizan, como veremos en seguida.

b" A continuacion se muestran dos parrafos que contienen los datos especificos de la situa-
cion que acabamos de describir, pero sin una organizacion adecuada, con el fin de mostrar su
importancia. Proponemos al lector tratar de interpretarlos.

El aumento de enfermedades cardiovasculares en las mujeres se esta manifestando a nivel
mundial. Segun datos publicados por la Organizacion Mundial de la Salud (oms), obtenidos
a partir de los reportes de algunos de los paises miembros, se muestra que de un total de
6 224 985 000 personas (3 131 052 000 hombres y 3 093 933 000 mujeres), las enfermeda-
des cardiovasculares representaron 14 359 000 muertes, de las cuales 7 120 000 fueron de
hombres y 7 239 000 fueron de mujeres (fuente: oms).

En este reporte se especifican cinco enfermedades cardiovasculares: cardiopatia reumatica,
cardiopatia hipertensiva, enfermedad isquémica del corazén, enfermedad cerebrovascular y
enfermedad inflamatoria del corazén. Dos de estas cinco enfermedades causan mayor nume-
ro de muertes que las demas: la tercera, con 7 208 000, de los cuales 3 802 000 son hombres
y 3406 000 son mujeres; y la cuarta, con 5 509 000, de los cuales 2 550 000 son hombres y
2 959 000 son mujeres. En cambio, para las otras tres cardiopatias, se registraron 138 000 hom-
bres y 189 000 mujeres fallecidos a causa de la primera, 419 000 hombres y un total de 911 000
personas a causa de la segunda, y para la quinta 193 000 mujeres y un total de 404 000.

A diferencia de las preguntas planteadas inicialmente para este caso, los siguientes cues-
tionamientos si pueden responderse a partir de la informacion del texto anterior.

* ;Cudl es la enfermedad del corazon que causa mas fallecimientos en hombres?

* ;Hay alguna enfermedad que causa més fallecimientos en hombres que en mujeres?
® ;Cudl de las cardiopatias causa mas muertes?

* ;Qué relacion hay entre la edad de la persona y el padecimiento?

¢ ;Cémo se vinculan la edad, el género y el padecimiento?

* ;Las cardiopatias tienen que ver con el género?

Dar la respuesta a cada pregunta no es fcil, dada la desorganizacion con la que se pre-
senta la informacion. Es mas sencillo hacer afirmaciones si visualizan no sélo los datos
proporcionados, sino también la relacion que guardan entre ellos. Por eso se emplean ta-
blas y graficas como herramientas de organizacion y visualizacion, las cuales son muy
utiles para lograr esto.
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La tabla 1 contiene datos proporcionados en el texto en azul del recuadro anterior.

;Los datos que estan en azul son correctos? ;Son correctas las cantidades que estan en

color negro en la tabla siguiente?

Tabla 1 | ENFERMEDADES CARDIOVASCULARES

Ambos sexos Hombres Mujeres
Enfermedades cardiovasculares 14 359 000 7 120 000 7239 000
Cardiopatia reumatica 327 000 138 000 189 000
Cardiopatia hipertensiva 911 000 419 000 492 000
Enfermedad isquémica del corazon 7 208 000 3,802 000 3406 000
Enfermedad cerebrovascular 5509 000 2 550 000 2 959 000
Enfermedad inflamatoria del corazén 404 000 211 000 193000

Es importante observar que la tabla 2 contiene los mismos datos que proporciona el
texto, pero los tltimos tres ceros se pueden omitir para facilitar su lectura de la tabla.

Tabla 2* | ENFERMEDADES CARDIOVASCULARES

Ambos sexos Hombres Mujeres

(000) (000) (000)

Enfermedades cardiovasculares 14 359 7120 7239
Cardiopatia reumatica 327 138 189
Cardiopatia hipertensiva 911 419 492
Enfermedad isquémica del corazon 7208 3802 3406
Enfermedad cerebrovascular 5509 2550 2959
Enfermedad inflamatoria del corazén 404 211 193

* Las cantidades estan redondeadas a miles de personas.

Aunque estas tablas tienen la misma organizacion, los datos estdn presentados de ma-
nera mas concisa en la segunda tabla.

Esta es una propuesta de organizacién de la informacion, ;se le ocurre una diferente? Ela-

borela y compare cual le permite identificar mejor la informacion.

Ahora que se cuenta con la informaciéon mejor organizada, respondera mas facilmente
las preguntas planteadas después del texto desorganizado. En general, hay afirmaciones
que seran comprobadas a partir de la informacién dada.

Evalte la veracidad de las siguientes afirmaciones a partir de los datos que se presentan en
la pagina 138.
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® La enfermedad isquémica del corazon es la enfermedad cardiovascular que causa el mayor
nimero de muertes en el mundo.

® Mueren mas hombres que mujeres por enfermedades cardiovasculares.

® En el registro de estos fallecimientos se observa que mueren mas hombres que mujeres por
isquemia.

® En el registro de estos fallecimientos se observa que mueren mas hombres que mujeres por
enfermedad inflamatoria del corazén y por isquemia.

® En la poblacion mundial, la tendencia es que haya mas muertes de mujeres que de hombres
por enfermedades cardiovasculares.

® Sila poblacion mundial es de 7 000 millones de habitantes, se espera que 9.8 millones de mu-
jeres mueran por alguna enfermedad cardiovascular.

® Hay mas muertes en mujeres mayores de 50 afios por enfermedades cardiovasculares que
de hombres en el mismo rango de edad.

® Los hombres menores de 40 afios tienen menos riesgo de sufrir una enfermedad cardiovas-
cular.

® La isquemia es la mayor causa de muertes por enfermedad cardiovascular tanto en mujeres
como en hombres.

® Tanto en hombres como en mujeres, la enfermedad inflamatoria del corazén es, entre las
enfermedades cardiovasculares, la que menos muertes causa.

® De entre estas cinco enfermedades cardiovasculares, la cardiopatia reumatica es la que cau-
sa menor nimero de muertes tanto en mujeres como en hombres.

® Se corre mas riesgo de morir de un infarto al corazon que de una isquemia.

® Se corre menos riesgo de morir de un infarto que de alguna enfermedad infecciosa.

® El riesgo de morir por una embolia es mayor que el de morir por un infarto al corazén.

Para hacer afirmaciones o simplemente responder a las preguntas planteadas, es nece-
sario encontrar una relacion entre cada cardiopatia y el nimero de personas que la pa-
decieron y ademas cudntas de éstas son hombres y cuantas son mujeres.

Como mencionamos antes, la informacion puede no sélo organizarse en tablas, sino
también en gréficas. Abordaremos, entonces, un tipo de gréficas y dos formas de hacerlas.

Una gridfica es una representacion de datos. La informacion que contiene una gréfi-
ca depende en general de lo que se quiera analizar. Las dos graficas que se presentan (1
y 2) estan elaboradas con la informacion de la tabla 2 y son graficas de barras, un tipo
de grafica que facilita hacer comparaciones entre varias categorias simultdneamente.

La gréfica 1 incluye la informacion sobre las enfermedades cardiovasculares en gene-
ral, ademas de cada una de las cardiopatias. Observe que se ha representado en diferentes
colores no solamente la informacion relativa a cada sexo, sino a ambos sexos. Esta tlti-
ma informacion no se encuentra en la segunda grafica.

Otra diferencia entre las graficas es la orientacion de las barras y, por lo tanto, de la co-
locacion de los ejes “Numero de fallecimientos” y “Cardiopatias”. Este cambio, sin em-
bargo, no provoca alteracién alguna en la informacién que proporciona la tabla.

Las graficas pueden incluir una gran cantidad de informacién en poco espacio que
es facil de identificar visualmente. Note que, aunque las dos gréficas estdn hechas a par-
tir de los mismos datos, cada una facilita la observacion de ciertos aspectos especificos
de la informacién que se quiere enfatizar.



144

Gréfica 1 | FALLECIMIENTOS POR CARDIOPATIAS
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El hecho de que la informacién contenida en cada grafica no sea exactamente la misma
permite hacer ciertas afirmaciones y otras no.

;Qué afirmaciones se pueden hacer a partir de la grafica 1 que no se pueden hacer a partir
de la grafica 2?

Le invitamos a plantear afirmaciones y, posteriormente, avanzar con el segundo caso de este
apartado.
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En el capitulo “Actitudes hacia el estudio de las matematicas” se le propuso utilizar un

instrumento para estudiar las actitudes que tienen sus alumnos hacia las matematicas,

la escala AMMEC. En este capitulo retomaremos dicho instrumento y a lo largo del capi-

tulo iremos construyendo algunos conceptos a partir de él. Para esto también retomare-

mos la tabla de Excel (figura 3) que le fue sugerida para concentrar los datos:

Figura 3 | CONCENTRADO DE DATOS DE ACTITUD HACIA LAS MATEMATICAS
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Para el resto de esta seccién supondremos que tuvo la oportunidad de aplicar este cues-

tionario a sus alumnos y de concentrar la informacién. Recordemos particularmente

que:

[...] debera considerar que los enunciados de la escala fueron redactados en dos senti-

dos, uno positivo y otro negativo, como se observa en la tabla 3. Esto es de gran impor-

tancia porque los valores numéricos asignados se modifican en los items redactados

en sentido negativo. De no considerar lo anterior se modificarian sustancialmente los

resultados.

TABLA 3 I CLASIFICACION DE LOS 29 REACTIVOS DE LA ESCALA AMMEC DE ACUERDO CON SU REDACCION

Enunciados que miden las
actitudes hacia las matematicas

(am)

Enunciados que miden las
actitudes hacia las matematicas
ensefiadas con computadora (AMC)

Enunciados que miden la
auto-confianza para trabajar
las matematicas (cm)

Enunciados en sentido
positivo

1,4,56,7,8,9,11

13,16, 17,18, 19, 20, 21, 22

23,24, 25, 26, 27,28, 29

Enunciados en sentido
negativo

2,3,10

12,14, 15

Para los enunciados redactados en sentido positivo, que son los enunciados 1, 4, 5, 6, 7,
8,9,11,13,16,17,18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, los valores posibles que se
asignan a cada una de las respuestas de los alumnos son los siguientes:

0—-No

1 —Poco

2 —Indeciso

351

4 — Mucho
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En contraparte, los enunciados redactados en sentido negativo, que son los enunciados
2,3,10, 12, 14, 15y 23, pueden tener los siguientes valores:

4 —No 3 —Poco 2 —Indeciso 1-Si 0 — Mucho

A continuacién se presenta una tabla con valores para diez alumnos (en <http:// arqui-
medes. matem.unam.mx/primaria/2012_FC_AMITE/> se puede consultar el archivo
de Excel correspondiente) como ejemplo del tratamiento que se da para cualquier nt-
mero de alumnos. Los valores que contiene la tabla son ficticios porque los utilizamos
simplemente para ejemplificar. Ademas, a lo largo del capitulo cambiaremos los valores
para ilustrar diferentes casos.

Figura 4 | VALORES OBTENIDOS POR 10 ALUMNOS
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Notara que los encabezados de las columnas correspondientes a los items tienen un co-

lor verde, que corresponde a los enunciados en sentido positivo, o rojo, correspondien-

te a los enunciados en sentido negativo.
Para hacer afirmaciones respec-

to a la informacion que se obtiene

a partir del cuestionario construire-

Figura 5 | PUNTAJE TOTAL ITEM 1
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También podemos obtener el puntaje global del grupo sumando los totales para los
29 items del cuestionario (figura 6).

Figura 6 | PUNTAJE DE GRUPO POR iTEM
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_ 4 |FitoPérez 3 F 1 0 3 1 1 3 0 3 3 1 1 4 2 3 3
5 |FitoPérez4 M 1 2 3 1 3 0 4 3 2 3 4 0 4 2 4
_6 |Fito Pérez 5 M 3 4 1 2 2 0 4 0 1 2 1 3 2 3 1
7 |FitoPérez6 F 1 2 2 [ 3 1 2 3 3 1 2 3 2 3 1
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Pero, ;qué nos dice el hecho de que el puntaje del grupo sea de, por ejemplo, 458 pun-
tos? Tiene significado en si mismo si lo comparamos con el puntaje minimo y maximo
posibles que corresponden a una mala o buena actitud.

Adquirira ademas otro significado al compararlo con los resultados de la aplicacion
del cuestionario en otros grupos. También podemos calcular qué puntaje tiene cada
una de las subescalas (figura 7).

Figura 7 | PUNTAJE DE CADA SUBESCALA
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Para construir las graficas correspondientes hay que definir varios aspectos: en primer
lugar, la informacién que queremos ver, por ejemplo, el puntaje total por item; luego,
qué tipo de grafica queremos usar. Habiamos visto que en las graficas de barras puede
compararse informacion de distintas categorias.
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En este caso podria interesarnos ver cudl es el item que tiene el puntaje més alto o el
mas bajo. Dado que el minimo que se obtiene en cada enunciado es 0y el méximo 4, los
valores por item van de 0 a 40; estamos considerando 10 alumnos en este ejemplo. Sin
embargo, si observa la figura 7, el mayor valor que toma la suma por item es 27, entonces
nos conviene elegir, por ejemplo, el 30 como maximo. El eje vertical serd el puntaje y ele-
giremos graduarlo de 5 en 5 para lograr una visualizacion comoda de la informacion.

La gréfica 3 corresponde al puntaje total por item para los primeros cinco items. Se
puede hacer una grafica como ésta para todos los items.

Grafica 3 | PUNTAJE POR ITEM
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El item 5, que tiene el mayor puntaje en nuestro ejemplo, corresponde al enunciado
“Las matematicas son divertidas”. ;Qué tan divertidas son las matemdticas para este gru-
po? El item 3, que tiene el menor puntaje, corresponde al enunciado “Las matematicas
son dificiles”. ;Las matemdticas son dificiles para estos alumnos?

También nos conviene obtener los puntajes totales entre subescalas, por lo que haremos
una gréfica de barras de esta informacion (grafica 4). El mayor puntaje que se obtendria
para una subescala es de 440. En este ejemplo, la subescala Am obtuvo 216 puntos, la es-

Griéfica 4 | PUNTAJE TOTAL POR SUBESCALA
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Subescala Am Subescala AMc Subescala cm
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cala AMc obtuvo 198 puntos y la escala cm obtuvo 127 puntos, por lo que la escala am
nos sugiere fijar un maximo de 250.
;Podemos afirmar que los alumnos de este grupo tienen una buena actitud hacia las
matematicas? Debemos tomar en cuenta que cada subescala tiene un ntimero de items
diferente, pero usted puede obtener un primer panorama de la actitud de sus alumnos
hacia las matemdticas.
Podriamos hacer también un analisis por alumno si al maestro le interesara conocer la ac-
titud de cada uno de ellos hacia las matematicas.
Figura 8 | PUNTAJE POR ALUMNO
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A partir de la grafica 5 se desprende que los alumnos 4 y 9 tienen mejor actitud hacia las
matemadticas que los demds estudiantes de su grupo.
Grafica 5 | PUNTAJE TOTAL POR ALUMNO
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Recapitulemos un poco con el fin de puntualizar acerca de los conceptos estadisticos que
son de interés en este apartado.
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Poblacién | Se denomina asi al conjunto de interés para realizar un estudio (por ejemplo,
seres Vivos, procesos, objetos fisicos, etc.) con el fin de obtener conclusiones o inferen-
cias. Por lo general, el conjunto abarca una enorme cantidad de miembros o elementos.

* ;Cudl es la poblacion de interés en el reporte de la Organizacion Mundial de la Sa-
lud? La poblacion estd formada por el nimero de habitantes de los paises que inte-
gran la oms.

* En el caso del cuestionario de actitud, la poblacion es el total de alumnos de un gru-
po, por ejemplo 45 estudiantes.

Muestra | Se trata de un subconjunto de la poblacion que se considera representativo y
manejable para realizar mediciones sobre los aspectos especificos que serdn estudiados.
Los elementos del conjunto seleccionados (individuos, elementos) se determinan alea-
toriamente o no, dependiendo de los propositos de estudio.

e ;Cudl es el valor de la muestra reportada por la oms para el estudio de las cardiopa-
tias? 6 224 985 000 (3 131 052 000 hombres y 3 093 933 000 mujeres).

* En el caso de las pruebas de actitud, ;cual es el valor de la muestra? La muestra es
de 10.

Variable | Es cada una de las caracteristicas medibles de la muestra, que proporciona in-
formacién sobre los cambios o variaciones entre los individuos que la forman.

e ;Cudles son las variables en el reporte de la oms? Las cardiopatias por reumatismo,
hipertension, isquemia, enfermedad cerebrovascular e inflamacién del miocardio.

® Las variables en el caso de los cuestionarios de actitud son los 29 items, agrupados
en tres categorias.

Como se ha dado cuenta, al trabajar con informacién numérica es muy importante cla-
sificar y nombrar los datos empleando tablas y graficas para facilitar la elaboracion de
afirmaciones verificables. Las gréificas son herramientas poderosas que permiten visua-
lizar datos clara y eficientemente, si estdn bien hechas.

Un mismo tipo de grifica podria proporcionar diferentes aspectos de la informacion
si se modifica la agrupacion de los datos. Sin embargo, si sélo se modifican la escala y la
graduacion podrian dar diferente impresion visual, pero la misma informacion.

El caso especifico que hemos presentado acerca de la esperanza de vida y los falleci-
mientos por diferentes tipos de cardiopatias resulta de enorme interés para valorar, por
ejemplo, la efectividad de las politicas puiblicas en materia de salud preventiva y clinica
dentro de un pais o regién del mundo, o para tomar decisiones para la implementacién
de programas sociales e infraestructura con el fin de que la gente modifique habitos de
tal manera que sus nuevos hébitos contribuyan a prevenir cardiopatias.

La comparacion de este indicador de tiempo para un pais y entre los diferentes paises
del orbe arroja conclusiones de gran interés para los gobiernos, los organismos interna-
cionales y las compaiiias de seguros, entre otras instancias.
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ANALISIS DE LA INFORMACION

Hasta ahora hemos visto que algunas afirmaciones pueden desprenderse o no de los da-
tos recopilados y que su organizacion en tablas y graficas permite visualizarlos. No obs-
tante, el organizar y presentar en forma mas sintética la informacién no garantiza una
interpretacion adecuada de su contenido, ni estimula el desarrollo del juicio critico en
los estudiantes.

Existen programas informéticos que generan muchas funciones para presentar gran
variedad de gréficas y formas de acomodar los datos en hojas de calculo digitales, pero
si no se ha comprendido de manera vivencial por qué se realiza un determinado proce-
dimiento para representar los datos y como puede obtenerse provecho de este conoci-
miento, la elaboracion de graficas se convierte en algo mecanico e irracional.

En diferentes momentos de la historia de la humanidad, la reflexion sobre aquello
que se observa ha sido muy importante en la construccion de conocimiento. A partir de
esta reflexion se ha llegado a la obtencion de principios fundamentales por induccion,
por ejemplo, las leyes de la fisica, que surgen de observar regularidades en diversos feno-
menos de manera que pueden generalizarse bajo ciertas condiciones. A partir de estos
principios fundamentales se genera nuevo conocimiento por deduccion, es decir, cuan-
do se verifica el cumplimiento de estas leyes. Este serfa un método deductivo de elabora-
cioén de conocimiento.

Sin embargo, para conocer algo sobre un fendmeno en el que los experimentos no son
determinantes o no existen tales principios fundamentales, se recurre a los datos obser-
vables y se trata de recoger toda la informacion posible sobre el fenémeno. Este serfa un
método estadistico.

Veamos un ejemplo: si se carece del conocimiento que permita deducir el resultado
de la aplicacién de un nuevo tratamiento médico, se aplica el tratamiento a ciertas per-
sonas, se anotan los resultados y se intenta sacar conclusiones a partir de dichos datos.

En resumen, la estadistica recurre a un compendio de datos numéricos y a su agru-
pacion para extraer de él informacion esencial y relevante, pero ;qué tan confiables son
los resultados que se obtienen? De ese aspecto de la estadistica se ocupa la probabilidad.

En este apartado trataremos algunos conceptos de la estadistica y, en el siguiente, ve-
remos algunos de la probabilidad para mostrar posteriormente la relacién entre ambas
disciplinas.

El concepto matematico mas sencillo para obtener informacién de un conjunto de
datos es el promedio. Un maestro suma las calificaciones obtenidas por un alumno a lo
largo del ano escolar, lo divide por el total de evaluaciones aplicadas y asi obtiene el pro-
medio conocido como media aritmética. Si hace lo mismo para cada alumno obtendra
también el promedio global del grupo. ;Qué tan representativo es este tltimo de las ca-
lificaciones obtenidas por los alumnos?

En general, el promedio global es muy representativo en algunos casos, pero muy en-
ganoso en otros. Digamos que en un grupo de primaria de 38 alumnos el promedio anual
del grupo es 8. Esta cifra da cierta informacion sobre el promedio de los alumnos, pero
no demasiada. Puede ser que todos hayan obtenido un 8 de promedio individual, o que
la mitad haya obtenido 7 y la otra mitad 9, y hay muchas otras posibilidades. La cifra no
nos dice nada sobre la variacion en la distribucion de los promedios individuales en el

grupo.
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En el caso de la escala AMMEC que hemos venido analizando, hay varios promedios
que nos proporcionan informacién para formular afirmaciones sobre las actitudes ha-
cia las matemdticas de los alumnos, por ejemplo, el promedio global del grupo, el pro-
medio por alumno, el promedio por item, el promedio por subescala, entre otros.

En la figura 9 se observa el promedio por item en relacién con el nimero de alum-
nos, el promedio por subescala en relacién con el nimero de items que tiene cada sub-
escala y como se calcula este promedio para la subescala am en una tabla de Excel (de
manera similar se calcularian los otros promedios mencionados). Este dltimo prome-
dio es un nimero entre 0y 40. Lo que seria interesante es saber qué nos dicen estos pro-
medios y qué afirmarfamos a partir de ellos.

Figura 9 | PROMEDIO POR {TEM
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Consideremos la informacion de la tabla 4. Si hacemos una grafica de estos promedios se
verfa como la grafica 6 (p. 153).

Tabla 4 | PUNTAJE PROMEDIO POR SUBESCALA

Promedio de la subescala AM 19.09
Promedio de la subescala AmMc 20.55
Promedio de la subescala cm 11.64
Promedio global por item 19

El eje puntaje tiene como valor maximo 40, aunque el mayor valor de los promedios es
tan sélo de 20; de esta manera se nota que todos estos promedios estdn por debajo de 25,
lejos del 40. Para calcular cudles son los promedios por subescala y el promedio global
para el grupo de 10 alumnos, se dividen las cantidades de la tabla 4 entre 10, obtenien-
do valores entre 0 y 4. Dichos promedios pueden darnos una idea general de la actitud
hacia las matemdticas de los estudiantes de este grupo (grafica 6).

También podria ser interesante hacer un andlisis similar para los promedios por item
con el fin de tomar decisiones respecto a qué acciones tomar para propiciar un cambio
en la actitud.
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Grafica 6 | PUNTAJE PROMEDIO POR SUBESCALA
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Promedio por subescala

Otro tipo de promedio es la mediana. La mediana es un ntimero tal que divide en dos par-
tes iguales a los valores del conjunto de datos, es decir, que la mitad queda por arriba y la
otra mitad por debajo de este niimero. Sin embargo, este niimero no queda bien defi-
nido en algunos casos, por ejemplo, cuando hay valores repetidos o cuando todos son
diferentes pero el numero de valores es par.

Para ilustrar a qué nos referimos usaremos histogramas de frecuencias y nos referire-
mos a los valores que toman estas frecuencias. En general, podemos obtener la mediana
de cualquier conjunto de datos numéricos.

Caso 1. El niimero total de valores es impar y todos son distintos, por lo que hay un tini-
co valor central.

Grafica 7 | HISTOGRAMA DE FRECUENCIAS
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Caso 2. Hay un ndmero par de valores. En este caso, la mediana es el promedio de los
dos valores centrales del conjunto (grafica 8).

Grifica 8 | HISTOGRAMA DE FRECUENCIAS
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Caso 3. Hay un nimero impar de valores y el valor central se repite més de una vez (gra-
fica9).

Gréfica 9 | HISTOGRAMA DE FRECUENCIAS
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Caso 4. Hay un ntimero par de valores y el valor central se repite més de una vez (grafi-
ca 10).

Grifica 10 | HISTOGRAMA DE FRECUENCIAS
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Por esto se requiere de una definiciéon mds precisa: la mediana de los valores es un valor
tal que la mitad de los valores es mayor o igual que ésta y la otra mitad es menor o igual
que ésta. Veamos un ejemplo numérico (tabla 5).

Tabla 5 | RELACION DE CALIFICACIONES

Y ALUMNOS
Calificaciones Numero de alumnos
5 3
6 9
7 15
8 4
9 5
10 3

Hay un total de 39 alumnos. En este caso, la mediana es la calificacion del vigésimo alum-
no. Como el vigésimo alumno estd entre los quince que obtuvieron 7, la mediana de las
calificaciones es 7.

Para obtener la mediana de un conjunto de datos (en este caso, calificaciones), los
datos deben ordenarse de forma creciente y localizar el que estd en medio.

En nuestro ejemplo de la escala AMMEC, tiene sentido calcular la mediana para los
puntajes totales obtenidos por item o para los puntajes totales obtenidos por alumno. To-
memos los puntajes por alumno de la figura 10 (p. 156):
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Figura 10 | PUNTAJES POR ALUMNO (AM)
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3 [ 1 1 2 3 4 3 3 0 3 0 1 3 3 50
3 2 2 [ 1 4 2 3 1 0 3 3 4 4 4 24

Totales por alumno: 44, 45, 50, 60, 60, 62, 62, 66, 67, 72
Dado que tenemos diez datos en este conjunto, no hay un dato que esté en medio, en-
tonces tomamos los dos de en medio, calculamos su promedio y ese ntimero serd la me-

diana: 61. En la grafica 11, la linea roja corresponde a este valor.

Grafica 11 | PUNTAJE TOTAL POR ALUMNO
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Observemos lo siguiente: si calculamos la diferencia entre el valor minimo del conjunto (ba-
rra correspondiente al alumno 2) y la mediana: 61 — 44 = 17, y la diferencia entre el valor
maximo del conjunto (barra correspondiente al alumno 7) y la mediana: 72 — 61 = 11, ;qué
tan representativa del conjunto de datos es la mediana?

El tercer tipo de promedio es la moda, que es el dato que mads se repite en el conjunto.
Veamos un ejemplo. En una encuesta hecha a cien consumidores de refrescos se obtu-
vieron los siguientes resultados: 56 prefieren tomar refresco de cola, 26 prefieren refres-
cos de toronja, 12 refrescos de manzana y el resto refrescos de cualquier otro sabor. En
este caso es claro que la moda es “refresco de cola”, puesto que una afirmacion verifica-
ble sin necesidad de hacer célculos es que la mayoria de estos consumidores prefieren
tomar refresco de cola. La moda es una medida significativa de las preferencias de los en-
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cuestados. Por esta razon, es una medida muy utilizada en los estudios de mercado, de
opinién y en cualquier tipo de estudio del cual se obtenga informacion cualitativa.

Consideremos ahora las calificaciones de 100 alumnos de 5° de primaria. Suponga-
mos que la manera en que se distribuyen las calificaciones es tal que 25 alumnos sacaron
8, mientras que cualquier otra calificacién, mayor o menor a 8, es obtenida por menos de
25 alumnos. En este caso, la moda es 8. ;Qué nos dice este ntimero sobre la obtencion de
las calificaciones si no sabemos qué calificacién obtuvieron los restantes 75 alumnos?
;Estos alumnos obtuvieron calificaciones cercanas a 10 o a 5?2 En casos numéricos, la
moda puede no ser un promedio representativo de la situacion, contrario a lo que sucede
en el ejemplo de los consumidores de refresco. En el caso en el que ningtin dato del con-
junto se repite, se dice que la moda no existe.

;Qué tan significativa es la moda en el caso de la escala AMMEC? Podemos calcular la
moda de los puntajes obtenidos para cada alumno o la moda de los puntajes obtenidos
por todos los alumnos. Podemos también hacer esto por subescala. Veamos el primer caso:

Supongamos que un alumno respondié como en la tabla 6.

Tabla 6 | RESPUESTAS
DE UN ALUMNO

De 29 items, este alumno respondi6 11 veces “Indeciso”, 9 veces “Poco” y
9 veces “No”; nunca respondié “Si” ni “Mucho”. La respuesta mas frecuente

Frecuencia

es la de “Indeciso”, por lo que la moda en este caso es “Indeciso”. ;Podriamos
afirmar que este alumno tiene una actitud o autoconfianza neutra? En reali-
dad, este alumno tiene una actitud negativa.

Podria ser al revés, es decir, que haya respondido 11 veces “Indeciso”, 9 ve-
ces “Si”y 9 veces “Mucho”. La moda seguirfa siendo “Indeciso”y, sin embargo,
este alumno tiene una actitud positiva. Esto ilustra el hecho de que el sen-
tido de moda no es utilizable en conjuntos de valores numéricos ordenados.

En la lista, los puntajes estdn subrayados por color de acuerdo con la sub-
escala a la que corresponden. Si obtenemos las frecuencias por subescala,
slos resultados obtenidos serdn similares al anterior?

Figura 11 | OBTENCION DE LA FRECUENCIA
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En la figura 11, la frecuencia del 2 es 60. ;Qué podemos afirmar a partir de esta informacion? Le sugerimos hacer una

grafica de las frecuencias obtenidas con base en los datos que obtuvo aplicando el cuestionario en su grupo.

Le sugerimos también calcular el promedio, la moda y la mediana para un mismo conjunto de datos obtenidos en la

aplicacion del cuestionario en su grupo y compararlos. ;Cual de estos tres promedios cree usted que es el mas represen-

tativo de ese conjunto de datos?
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Ahora, si queremos obtener la moda para los puntajes obtenidos por todos los alum-
nos, es muy complicado contar “manualmente”; en este caso nos servimos de las fun-
ciones ya definidas en Excel. ;Cudntos puntajes se pueden obtener en total? ;Cudl es la
frecuencia con la que se puede obtener cada puntaje?

Ahora haremos el andlisis de otro caso que consideramos resultard de interés para el
maestro e introduciremos dos conceptos que ya usamos de manera intuitiva: frecuencia
y rango.

El caso del examen de matematicas

Un maestro de primaria aplicé un examen bimestral de matematicas a su grupo, con-
formado por treinta alumnos. Después de terminar de revisar y asignar calificaciones a
todos los exdmenes, el maestro decidié emplear medidas de tendencia central (media,
mediana y moda) para obtener mayor informacion acerca del desempefio del grupo, asi
como del nivel de dificultad por reactivo, con el fin de tomar decisiones sobre la evalua-
cién en general.

Para averiguar esto, al maestro se le ocurrié organizar la informacion de los exdme-
nes en tres categorias, que se muestran a continuacion:

Tabla 7 | EXAMEN DE MATEMATICAS 6° B. RESULTADOS POR REACTIVO

Reactivo Respuesta correcta Respuesta incorrecta No contesto
1 25 3 2 30
2 28 2 0 30
3 12 13 5 30
4 22 0 8 30
5 16 10 4 30
6 17 6 7 30
7 4 20 6 30
8 10 8 12 30
9 9 10 11 30
10 15 10 5 30
Totales 158 82 60 300
Subcategorias Rc Ri + Nc
Suma 158 142
Porcentaje 52.67% 47.33% 100%

Silos 30 alumnos hubieran contestado correctamente las diez preguntas del examen, se
obtendrian 300 aciertos. En la tabla se observa el nimero de veces que la respuesta de los
alumnos cae en alguna de las tres categorias establecidas por el maestro, es decir, la fre-
cuencia absoluta (f) de cada tipo de respuesta.
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La frecuencia absoluta (para diferenciarla de la relativa de la que hablaremos después)
es el nimero de veces que aparece un dato. Los datos obtenidos son 158 respuestas co-
rrectas, 82 respuestas incorrectas y 60 respuestas no contestadas.

En la gréfica 12 se observan dos lineas punteadas anaranjadas sobre los valores 28 y
4, que corresponden a los valores méximo y minimo de respuestas correctas respectiva-
mente. Estos dos valores determinan el rango de la categoria “Respuestas correctas”. El
rango es el menor intervalo que contiene a todos los datos y su tamaio es la diferencia en-
tre el maximo y minimo de los datos. El rango nos dice esencialmente qué tan dispersos
estdn los datos de un conjunto.

En la grafica 12 se puede observar como se distribuyen los datos dentro del rango de
cada una de las categorias, pese a que no todas estdn punteadas. Le invitamos a encon-
trar los otros rangos.

Las alturas de las barras en la grafica 12 permiten visualizar claramente la cantidad
de respuestas, es decir, la frecuencia absoluta por categoria, lo cual favorece la compara-
cion entre ellas. Ahora le presentamos una grdfica de lineas basada en los datos de la mis-
ma tabla 7. Este tipo de grafica permite visualizar el comportamiento de los datos de
interés y, en particular, la dispersion en el rango.

Grafica 12 | FRECUENCIA ABSOLUTA DE RESPUESTAS POR CATEGORIA
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—&— Respuesta correcta

—B— Respuesta incorrecta

—A— No contestd

Grafica 13 | FRECUENCIA ABSOLUTA DE RESPUESTAS POR CATEGORIA
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Por otra parte, al analizar las graficas, el lector puede realizar algunos hallazgos intere-
santes que se desprenden de los datos proporcionados:

* El reactivo que con mayor frecuencia contestan correctamente los alumnos es el na-
mero 2.

* El reactivo que con mayor frecuencia contestan incorrectamente los alumnos es el na-
mero 7.

* El reactivo que con mayor frecuencia no es respondido por los alumnos es el nimero 8.

%‘ ;Qué tipo de preguntas se harfa usted al analizar los resultados anteriores?

Otro dato que se desprende de este analisis es que la frecuencia absoluta de respuestas co-
rrectas es 158 y que las otras dos suman 142. Esto tiene implicaciones 16gicas para efec-
tos practicos en términos de la calificacion obtenida, porque los alumnos que se ubican
en cualquiera de estas dos tltimas categorias no obtuvieron ningtin puntaje.

La cantidad de respuestas correctas —es decir, aprobadas— apenas es superior a la
cantidad de respuestas no aprobadas. ;Qué puede significar este hecho en términos del
desempetio del grupo en este examen? ;Qué le dice este dato?

Al dividir la frecuencia absoluta entre el total de aciertos por categoria, se obtiene
una cifra muy util que nos dice la fraccion del total de aciertos que fue obtenida por los
alumnos en cada reactivo. Este niimero es siempre una fraccion entre cero y uno.

Esta razon se conoce como frecuencia relativa (h). En la siguiente tabla se muestran
los valores de h para las dos categorias que hemos construido:
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Tabla 8 | FRECUENCIA RELATIVA DE 6°B
Respuestas aprobadas = Rc Respuestas no aprobadas = Ri + Nc
h=f/n %h h=f/n %h
=0.5266 52.66% =0.4733 47.33%
Cuando se multiplica el dato de frecuencia relativa por 100, se obtiene el porcentaje de
esta frecuencia, que es una forma muy utilizada para expresar las frecuencias relativas.
A continuacion se muestra el porcentaje de frecuencia relativa de las respuestas de los
alumnos organizadas conforme a las nuevas categorias de la tabla anterior y empleando
dos tipos de graficas, con el propésito de mostrarle opciones que pueden serle utiles al
desarrollar diferentes casos.
Grafica 14 | RESPUESTAS APROBADAS Grafica 15 | PORCENTAJE DE RESPUESTAS APROBADAS Y NO APROBADAS
Y NO APROBADAS POR CATEGORIA 54.00
53.00 —_
52.00
51.00
50.00
S 49.00
47.33% 52.67%
: 48.00 <3
Ri+ Nc Rc 4700
46.00
45.00
44.00

Rc Ri+ Nc

;Cudl de las graficas anteriores le parecié mas clara? Nosotros consideramos que, para
este caso, la grafica lineal no es muy util.

Ahora obtengamos las medidas de tendencia central de las respuestas de los alumnos,
tal como estaban agrupadas inicialmente:

Tabla 9 | MEDIDAS DE TENDENCIA
CENTRAL 6°B

Rc Ri Nc
Promedio| 15.8 8.2 6
Mediana 15.5 9 5.5
Moda No existe | 10 5

Los resultados para la categoria Rc son de 15.8 para la media, 15.5 para la mediana
y la moda no existe (figura 12, p. 162).
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Figura 12 | CALCULO DE MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL
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La moda no ha podido obtenerse en una de las columnas al aplicar esta funcién en la ho-
ja de célculo. ;Cudl es la razén? Observe en la columna siguiente, que pertenece a la ta-
bla 7 (p. 158), los datos que corresponden a Rc y encontrard la respuesta:

25
28
12
22
16
17
4
10
9
15

Atendiendo a la definicion de este tipo de medida de tendencia central, en el listado de
nameros no hay en la categoria de respuestas correctas algin dato que se repita. En las
otras medidas no hay problema.

Las tres medidas de tendencia central pueden ser ntimeros representativos de una po-
blacién o de la tendencia central de una muestra. No puede afirmarse que uno sea mas
informativo que el otro, sino que los tres juntos permiten entender mejor el comporta-
miento de los datos.

L§5 Si considera que el promedio es mejor que las otras medidas, le invitamos a analizar este conjunto de datos:

{3,3,3,3,3,100}.
El promedio es: 115/6 = 19.16.

;Le parece que este nimero refleja fielmente lo que su intuicion le sugiere?

Le invitamos a calcular la mediana y la moda de este conjunto de datos.
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Por otra parte, le presentaremos ahora una medida que per- Tabla 10 | CALIFICACIONES ZONA ESCOLAR 1
mite identificar la dispersién de una gran cantidad de datos Calificaciones 6° afio Numero de alumnos
o variables alrededor de la media. Se trata de la varianza, B .
que se calcula obteniendo el promedio de las desviaciones . o
con respecto a la media, elevadas al cuadrado.

Para ejemplificar el calculo de la varianza y apreciar me- > 60
jor lo que significa este concepto, tomemos nuevamente el G 2
caso de los examenes. Supongamos que se aplica el mismo 8 60
examen de matematicas a 300 alumnos de varios planteles 10 25
educativos pertenecientes a una determinada zona escolar. 6 Media

Los resultados se muestran en la tabla 10.

La media de las calificaciones obtenidas por los alumnos es 6.

Grafica 16 | CALIFICACIONES DE 6° ARO
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La parte mds alta de la curva en esta grafica corresponde a la media. La dispersion de las
otras calificaciones con respecto a la media se distribuye como se muestra. Entre mayor
seala muestra, la grafica se parecerd mds a una campana uniforme, pero de esto hablare-
mos en el dltimo apartado.

Por ahora nos interesa medir esta dispersion de las calificaciones, para lo cual aplica-
remos el concepto de varianza, definido anteriormente. Para calcularla, primero se ob-
tiene el valor absoluto de la diferencia de cada calificacion con respecto a la media. Por
ejemplo, para la primera calificacion, la diferencia es: 6 — 3 = 3, y asi se van haciendo las
restas de cada calificacion. El conjunto de datos de la desviacion queda asi:

{3,2,1,0,2,4}
Estos valores se elevan al cuadrado, quedando como sigue:

{9,4,1,0,4, 16}
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Posteriormente se calcula el producto de cada una de estas desviaciones cuadraticas por
la frecuencia. Se obtiene el promedio de todas ellas, es decir, se suman los productos y se
dividen entre 300 alumnos. Esta es precisamente la varianza.

El procedimiento descrito se muestra paso a paso en la siguiente tabla. Desde luego,
esto se facilita al emplear una hoja de calculo en la que se ingrese la formula de la varianza.

Tabla 11 | CALCULO DE VARIANZA

Calificaciones 6 ° afio Desviacion de la media Desviacion al cuadrado (Desviacién al cuadrado) X
(frecuencia)
3 3 9 90
4 2 4 220
5 1 1 60
6 0 0 0
8 2 4 240
10 4 16 400
Varianza (¢2) 3.37
Media =6
Desviacion estandar 1.84

La raiz cuadrada de la varianza se denomina desviacion estdndary proporciona también
una medida de la dispersion que, en términos graficos, muestra qué tan alta o aplanada es
la curva de campana.

Mientras mas cercanos a la media sean los datos, la varianza y la desviacion estandar
tendrdn valores pequenos y la curva de campana serd alta.

Por el contrario, los valores de la varianza y desviacion estaindar seran mayores en la
medida en que la dispersion de los datos sea mayor, lo que significa que no son muchos
los valores que se concentran alrededor de la media. Esta lejania ocasiona que la curva de
campana sea ancha o aplanada.

Invitamos al lector a observar la tabla 12, que corresponde a las calificaciones obte-
nidas por los alumnos de otra zona escolar a quienes se aplicé el mismo examen de mate-
miticas. Curiosamente, la media también es 6, pero las frecuencias de las calificaciones
obtenidas son diferentes. Observe la gréfica de estas calificaciones (grafica 17, p. 165).

Tabla 12 | CALIFICACIONES ZONA ESCOLAR 2

Calificaciones 6° afio NUmero de alumnos

3 20
4 47
5 70
6 80
8 60

10 23
6 Media

Muestra 300 alumnos
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Griéfica 17 | CALIFICACIONES DE 6° ANO. ZONA 2
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kﬂ‘ Le proponemos analizar las graficas de ambos grupos y responder los cuestionamientos:

® ;Qué diferencias encuentra en la curva de calificaciones de estos alumnos con los del primer grupo?

® ;Como es la dispersion de las calificaciones: mayor o menor?

® Elabore una hipétesis. ;Deberian ser mayores o menores los valores de la varianza y la desviacion estandar en estas ca-
lificaciones?

® | einvitamos a medir la dispersion de los datos calculando la varianza y la desviacion estandar para verificar su hipotesis.

Puede ayudarse con la siguiente tabla para realizar el mismo procedimiento.

Calificaciones 6° afio Desviacion de la media Desviacion al cuadrado (Desviacién al cuadrado) X
(frecuencia)
3 3 9
4 2 4
5 1 1
6 0 0
8 2 4
10 4 16
Varianza (0?2)
Media =6
Desviacion estandar
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Algunos errores al analizar datos

En la tabla 13 se presentan los resultados de logro en matematicas del Examen de la Ca-
lidad y el Logro Educativos (ExcALE) aplicado a los alumnos de tercer grado de primaria
del pais. Se ha tomado tnicamente la parte del cuadro que presenta el contenido curricu-
lar de Tratamiento de la informacidn, aplicado al término del ciclo escolar 2009-2010.
Los datos completos pueden consultarse en los anexos de la pagina electrénica del Ins-
tituto Nacional de Evaluacion Educativa <http://www.inee.edu.mx/>.

Tabla 13 | RESULTADOS NACIONALES DE EXCALE 2009-2010. ALUMNOS DE 3¢ ARO

Porcentaje de aciertos
Reactivo Contenido curricular Dificultad* | Nacional | Indigena|Comunitario | Rural | Urbano | Privado
publico publico

14 Leer e interpretar informacion

organizada en tablas de doble entrada 496 69 44 58 61 73 85
34 Leer e interpretar graficas de barras

sencillas 542 62 35 37 51 67 79
38 Identificar lo que se puede o no

contestar a partir de la informacion dada

en una imagen 555 59 44 62 56 59 77
41 Leer e interpretar pictogramas con

dibujos que representan diferentes

valores 564 58 48 53 57 59 66
73 Identificar lo que se puede o no

contestar a partir de la informacion

dada en una grafica de barras 639 44 35 37 36 45 64

* Dificultad de reactivos calibrada con la informacion de levantamientos de datos de 2011.

Los resultados del porcentaje de aciertos de la media nacional en los reactivos correspon-
dientes al eje de Tratamiento de la informacion en tercer afio de primaria son consis-
tentes con los errores frecuentes de los estudiantes de diferentes niveles de escolaridad,
lo cual tiene efectos cuando se les pide interpretar lo que se puede o no contestar con la
informacién dada en una grafica de barras.

Esta situacion puede presentarse incluso cuando ellos mismos han elaborado la gra-
fica. Por ejemplo, Monroy (2008) y Li y Shen (1992) destacan errores tales como:

a) No se consideran ni representan las frecuencias de los datos. Esto significa que los
estudiantes no realizan agrupaciones de la informacion y atribuyen una correspon-
dencia uno a uno entre los datos y las barras. Es decir, cada ntimero es una barra.

b) Inversion de los ejes. Los alumnos pueden no comprender qué es lo que van a gra-
ficar, por lo que se fijan en los ndimeros y no en las variables en que éstos se clasifican.
Esta situacion es comun en estudiantes de primaria.

c) Elecciéon de una escala inadecuada. Por ejemplo, no se cubre todo el campo de dis-
persion de la variable representada o francamente se omiten las escalas en alguno de
los ejes.
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Parailustrar el tema de los errores de interpretacion en relacion con la escala, observe nue-
vamente la grafica 13 (p. 160). De esta grafica solo consideraremos la categoria “No
contest6” (grafica 18). Compdrela ahora con la grafica 19. ;En cudl de las dos gréficas es
mayor la frecuencia de Nc?

Grafica 18 | FRECUENCIA ABSOLUTA DE RESPUESTAS POR CATEGORIA “NO CONTESTO”
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Grafica 19 | FRECUENCIA ABSOLUTA DE RESPUESTAS POR CATEGORIA “NO CONTESTO”
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Si procedemos apresuradamente, el cerebro puede engafiarnos ya que en un primer vis-
tazo pareciera que en la segunda gréfica hay mayor ntimero de respuestas no contestadas
por los alumnos. Esta interpretacion es errénea puesto que los puntos que se forman de
la interseccion de los reactivos del examen con el nimero de respuestas no contestadas
estdn mas cercanos entre si debido a que la escala va de dos en dos. Esto da como resulta-
do una curva mas detallada, en donde los puntos pueden localizarse més facilmente
que en la escala de cinco unidades de la primera grafica.
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Lo anterior no implica que la primera sea inadecuada, mas bien muestra que la esca-
la seleccionada de cinco unidades resulta muy util para comparar simultineamente las
tres categorias y visualizar los rangos.

Con este ejemplo se quiere enfatizar la importancia de ayudar a los alumnos a que
reflexionen acerca de cudl es la escala mas adecuada para representar los datos que han
recopilado, o los que ya tienen disponibles para ser representados en gréficas.

Desde luego que los errores cometidos por los alumnos pueden ser una oportunidad
de aprendizaje cuando el maestro posee los conocimientos para identificarlos y facilita la
reflexion en clase para la construccion de conceptos estadisticos fundamentales.

Es recomendable que sean los alumnos quienes propongan algunos proyectos senci-
llos haciendo encuestas sobre cosas que les interesan, por ejemplo, gustos, meses de cum-
pleanios, peliculas favoritas, atributos de los personajes de la historia o la literatura que
abordan curricularmente, en fin.

Para finalizar —que no agotar— este apartado sobre el analisis de la informacion es
importante resaltar que, porque vivimos en un momento histérico donde la cantidad y
complejidad de la informacion disponible es enorme, resulta indispensable contribuir a
que los alumnos desarrollen competencias para la organizacion, el tratamiento y el ana-
lisis de los datos que circulan por diferentes medios para desarrollar asi su juicio critico.

INFERENCIA ESTADISTICA Y PROBABILIDAD

La estadistica consta de métodos para obtener informacion a partir de un conjunto de da-
tos observados en un determinado grupo de individuos para su posterior tratamiento e
interpretacion. La estadistica actiia constantemente como puente entre los modelos ma-
temdticos y los fenémenos reales. Hay dos ramas de la estadistica: la estadistica descrip-
tiva y la estadistica inferencial.

La estadistica descriptiva, como su nombre lo indica, usa métodos para describir con
claridad el conjunto de datos con que se cuenta. Hasta ahora hemos usado algunos de
estos métodos, como dibujar gréficas y calcular valores indicativos o que de alguna ma-
nera son representativos de toda la informacién, como las medidas de tendencia central
de un conjunto de nimeros.

La estadistica inferencial, en cambio, hace un mayor uso de las matematicas y, en par-
ticular, de la probabilidad o del calculo de probabilidades. Si la poblacion que se quiere
considerar es muy grande, se selecciona una muestra y, a partir de métodos probabilis-
ticos aplicados a ella, se obtienen conclusiones sobre toda la poblacion. Es por eso que,
para hablar de estadistica inferencial, primero hablaremos de la probabilidad.

A partir del siglo xx se lleg6 a la conclusion de que una gran cantidad de fendmenos
estudiados por las ciencias sociales como la cantidad de defunciones en un ano, y tam-
bién por las ciencias naturales, en realidad son de indole azarosa. La posicién y velocidad
exactas de las particulas elementales de la materia, el tiempo que durara la bateria de un
coche, o el ndmero de eritrocitos que se regeneran después de donar sangre son eventos
que pueden predecirse con base en los datos provenientes de observaciones o experi-
mentos, pero sus valores no pueden determinarse con total seguridad.

Aun las leyes de la fisica clasica tienen restricciones porque, al experimentar con las va-
riables de interés en la realidad, es claro que deben considerarse condiciones ideales que
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dificilmente se logran en la préctica, de modo que las predicciones pueden aproximarse
en mayor o menor medida a los valores reales, pero no puede decirse que sean iguales.

Galileo tuvo que despreciar algunos aspectos de la realidad, como la forma de los cuer-
posy laresistencia del aire, para afirmar que los objetos caen al mismo tiempo, indepen-
dientemente de su masa. Lo mismo hizo Newton para formular su Ley de la inercia al
aplicar condiciones ideales para su cumplimiento, como la ausencia de fuerzas de friccién
para el estado de movimiento rectilineo uniforme de un cuerpo.

Gracias a estas leyes podemos predecir el comportamiento de objetos fisicos con una
buena aproximacion, pero existen otros que son producto de la casualidad, del azar. A
esos fendmenos aleatorios que pueden aparecer en la ciencia o en muchas otras areas,
incluido el entretenimiento, se les conoce como fendmenos probabilisticos.

Muchas civilizaciones antiguas atribuian a ciertos fendmenos naturales los eventos
de su destino y del de todo un pueblo. Por ejemplo, los eclipses, la alineacion de los pla-
netas, los signos del zodiaco y la aparicion de un cometa traian buenos o malos augu-
rios para las personas.

Los griegos edificaron un enorme templo para rendirle culto a la
diosa Tique y tener “buena suerte”. Decian que Tique era responsable
de todas las casualidades y controlaba el destino de las personas. Los
romanos adoptaron esta deidad y le pusieron el nombre de Fortuna.

La teorfa de la probabilidad nace a partir de la curiosidad por encon-
trar mecanismos para ganar en los juegos de azar. El matematico rena-
centista Girolamo Cardano era un jugador empedernido que estudio la
forma de aplicar las mateméticas para ganar, haciendo o descubriendo
trampas. Para que otros se beneficiaran de sus hallazgos publicé un li-
bro que era una especie de manual del jugador, llamado El libro de los
juegos de azar.

Anos mas tarde, el francés Antoine Gombaud resolvié algunos pro-
blemas sencillos de probabilidades porque gustaba de las matematicas,

y solicité el consejo de su amigo Blaise Pascal para emplearlas con el fin
de determinar las apuestas en los juegos de dados. Pascal no sélo se inte-
resé por el reto, sino que comenzd una correspondencia con el matema-
tico Pierre de Fermat que dio como resultado una nueva ciencia: el calcu-
lo de probabilidades, en la que se incorporaba el rigor de la demostracion.

Figura 14 | Blaise Pascal | Figura 15 | Pierre de Fermat |
Latin Stock México. Latin Stock México.

Figura 13 | La diosa
Tique.
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Tras un esfuerzo considerable de ambos matematicos, se traz6 el camino hacia un
método general para calcular las probabilidades que parte de una idea muy sencilla pa-
ra definir rigurosamente la probabilidad:

La probabilidad de un evento es el numero de casos favorables dividido por el nimero
total de casos, siempre y cuando, todos los casos sean igualmente probables.

Este es el principio basico que sirve como fundamento al clculo de probabilidades apli-
cado a los juegos de azar y a muchas otras situaciones en las que es posible construir un
modelo basado en casos que tienen la misma probabilidad.

La definicién de probabilidad que dieron Fermat y Pascal parece muy sencilla y facil
de aplicar. Por ejemplo, si tiramos un dado que no esté “cargado” —lo cual quiere decir
que la probabilidad de que caiga una cara u otra del dado es la misma—, entonces ésta
debe ser, de acuerdo con la definicion, igual a 1/6, debido a que hay seis casos igualmen-
te probables.

Pasemos ahora a una situacion muy diferente. Supongamos que queremos calcular
la probabilidad de que alguien cruce una calle sin ser atropellado. Al cruzar la calle pue-
den pasar s6lo dos cosas: que la persona sea atropellada o que no lo sea, asi que alguien
podria decir que la probabilidad de ser atropellado es de 1/2. De ser esto cierto, la espe-
ranza de vida en las ciudades no seria muy alta. Hay un error en ese razonamiento. ;Cudl?
Elerror reside en que se consideraron los dos resultados posibles como si fueran igualmen-
te probables. No siempre que haya un nimero definido de posibles resultados, todos son
igualmente probables. Pero cuando silo son, entonces, y sélo entonces, podemos calcu-
lar sus probabilidades siguiendo la definiciéon de Fermat y Pascal. Veamos un ejemplo.

Consideremos el siguiente experimento. Se tiran dos monedas al aire. ;Cudl es la
probabilidad de que caigan dos aguilas? ;De que caiga un dguila y un sol? ;De que cai-
gan dos soles? Para calcular estas probabilidades, primero tomaremos en cuenta de cuan-
tas maneras distintas pueden caer las monedas:

aguila-aguila aguila-sol sol-dguila sol-sol

Cada una de ellas es igualmente posible. De estos cuatro posibles resultados, s6lo uno es
favorable a la obtencion de dos dguilas, por lo que la probabilidad de que caigan dos dgui-
las es de 1/4. Le invitamos a calcular las probabilidades de los otros eventos.

sPero qué pasa cuando queremos calcular la probabilidad de eventos que tienen que
ver con fendmenos mas complejos? Por ejemplo, la de que cierta persona, que tiene 40
anos de edad, llegue a cumplir 60. ;Podriamos decir que los dos resultados posibles, vi-
da o muerte a los 60 anos, son igualmente probables? Nuestra experiencia nos dice que
no. ;Cree que podrian calcularse las probabilidades de que una persona de 40 anos muera
de algtin padecimiento como cancer, diabetes, enfermedades cardiacas, etc., o de un acci-
dente mortal a los 60 anos? Eso parece muy complicado y, suponiendo que estas proba-
bilidades pudieran calcularse de alguna manera, todavia habria que combinar los resul-
tados para obtener la probabilidad de que una persona de 40 afios viva veinte afos mas.

Este no parece un método ni sencillo ni necesariamente “correcto” para obtener esa
probabilidad. Sin embargo, para las companias de seguros es muy importante calcular
esas probabilidades.
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Para resolver este problema, proceden mds o menos asi: compilan registros de naci-
miento y muerte de 100 000 personas y encuentran que, por ejemplo, de las 100 000 per-
sonas vivas a la edad de 10 anos, 78 106 llegaron a cumplir 40. Toman 78 106/100 000,
es decir, 0.78 aproximadamente, como la probabilidad de que una persona de 10 afios lle-
gue a los 40.

Sidelos 78 106 vivos a la edad de 40 anos, 57 917 llegan a los 60 anos de edad, enton-
ces toman la raz6n 57 917/78 106, que es aproximadamente 0.74, como la probabilidad
de que una persona de 40 anos llegue a los 60.

Esta manera de calcular la probabilidad consiste basicamente en recurrir a la obser-
vacion para determinar el nimero de casos favorables del total de casos posibles. Estas
probabilidades son estimaciones que permiten a las companias de seguros, por ejem-
plo, poner un precio justo a los seguros de vida de manera que les garanticen una ganan-
cia, pero sean competitivos con los de otras companias. Se basan en la idea de que una
muestra de 100 000 personas es “lo suficientemente grande” como para considerar “con-
fiables” las probabilidades estimadas por este método.

Veamos a qué nos referimos con “suficientemente grande” mediante un ejemplo.

sPor qué decidimos que cada una de las caras de un dado tiene la misma probabili-
dad de caer arriba al tirarlo? Observemos el siguiente conjunto de resultados obtenidos
al lanzar diez veces diez dados:
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Figura 16 |

Las frecuencias relativas de obtener cada una de las caras de los dados son:
f(1) = 16/100, f(2) = 27/100, {(3) = 12/100, f(4) = 19/100, £(5) = 17/100 y {(6) = 10/100.

En los cien tiros de los dados, la cara con el ntimero dos cay6é mas veces, como si los da-
dos estuvieran cargados hacia el niumero dos. Si hiciéramos varias veces el mismo expe-
rimento se podrian observar otras peculiaridades en cada caso. Y si lo hiciéramos diez mil
veces, un millon y luego cien millones de veces, y cada vez calculdramos las frecuencias,
observariamos que se parecen cada vez mas a 1/6, pero quizd nunca sean exactamente
iguales a este valor. Esta es la naturaleza de los fendmenos aleatorios, la probabilidad a
veces puede calcularse con exactitud, pero los resultados de un experimento se parecen
a lo que las probabilidades predicen solo a la larga.
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Uno de los resultados mas importantes de la teoria de la probabilidad es la Ley de los
grandes niimeros, que afirma que, a la larga, la frecuencia observada de las ocurrencias
de un evento se acerca a su probabilidad. Este acercamiento o convergencia es el que
brinda confiabilidad a los calculos que hacen las companias de seguros.

Cabe mencionar, sin embargo, que debido a que este acercamiento es muy lento, con
frecuencia se producen muchos errores en la interpretacion de los resultados. Por ejem-
plo, en la linea 2 de la figura 16 (p. 171) no aparecen ni el 5 ni el 6, por lo que podria pen-
sarse que el dado estd cargado hacia otros nimeros o que estamos tirando no un cubo si-
no un tetraedro y se estaria considerando un experimento completamente diferente.

Otro tipo de error es el que se produce al afirmar, por ejemplo, que el 2 tiene mayor
probabilidad de salir, lo cual podria observarse cuando no se realiza un ndamero suficien-
temente grande de observaciones, pero que es evidentemente falso si los dados no estan
cargados.

Para ilustrar con mayor claridad el hecho de que hay resultados que contradicen nues-
tra intuicién vamos a recurrir a un ejemplo cldsico: la paradoja del cumpleanos.

;Qué probabilidad hay de que en un salén con 50 alumnos, dos de ellos cumplan afios
el mismo dia? Podria ser que nuestra intuicion nos indique que esta probabilidad es muy
baja, pero un célculo preciso nos muestra que, de hecho, es muy alta, cercana a 0.97.

Esta discrepancia entre la intuicion y la realidad se debe a que, en general, confun-
dimos la pregunta con esta otra: ;cudl es la probabilidad de que yo encuentre entre 50
alumnos otro que cumpla anos el mismo dia que yo? Esta probabilidad es pequena:
49/365, es decir, aproximadamente 0.13. Pero la probabilidad de que entre 50 alumnos,
dos hayan nacido en la misma fecha es mucho més grande. Se calcula con la ayuda del
evento complementario, es decir, que las 50 personas tengan fechas de nacimiento dife-
rentes, que es:

365 364 363 316
365365365 365

Esto da un valor de aproximadamente 0.03 (hagalo con una calculadora para conven-
cerse). Por lo tanto, la probabilidad de que al menos dos personas tengan la misma fe-
cha de nacimiento es de 1 —0.03= 0.97. Esta diferencia se puede representar en una gra-
fica de distribucion, en donde se muestra la region de probabilidad de un evento:

Grafica 20 | REGION DE PROBABILIDAD DE UN EVENTO
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En el experimento de lanzar un dado, si consideramos el nimero en la cara superior y
observamos el valor que toma el promedio de las frecuencias para un cierto nimero de
observaciones, obtenemos algo muy interesante. Veamos la siguiente grafica.

Grafica 21 | HISTOGRAMAS DE FRECUENCIAS DE EVENTOS

Numero de repeticiones = 16 000

Los histogramas corresponden a las graficas de las frecuencias de los resultados obteni-
dos al realizar 16 000 veces el experimento de lanzar 5, 20 y 80 dados, respectivamente.

Estos histogramas se parecen mucho a una famosa curva llamada la Campana de
Gauss, por su forma de campanay en honor del gran matematico Karl Friederich Gauss,
quien la descubrié como limite natural de casi todas las distribuciones de probabilidad.
Por eso, a una distribucion de probabilidad de este tipo se le llama distribucion normal.

Grafica 22 | CAMPANA DE GAUSS

Es importante senalar que uno de los grandes teoremas de la teoria de la probabilidad,
el Teorema del limite central, afirma que las observaciones aleatorias tienden a compor-
tarse, en promedio, como una distribucion normal cuando se realiza el experimento un
namero de veces suficientemente grande.

Este teorema es uno de los resultados mas ttiles para la estadistica inferencial.
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Estadistica inferencial

En la estadistica descriptiva, como hemos visto, pueden llegar a manejarse una gran
cantidad de datos porque ésta se hace sobre poblaciones, pero no se aplican métodos
probabilisticos para el tratamiento de la informacion obtenida a partir de esos datos.
Trata mas de la organizacion de la informacion para poder realizar afirmaciones claras,
directamente observables en los propios datos. En cambio, la estadistica inferencial tra-
ta con muestras de la poblacion usando métodos probabilisticos y, con la informacion
obtenida de la muestra, infiere afirmaciones confiables acerca de toda la poblacion. Los
métodos de la estadistica inferencial son tan variados que hay toda una rama de las ma-
temdticas dedicada a estudiarlos y a inventar e investigar otros nuevos.

En esta seccion ilustraremos uno de estos métodos a partir de un ejemplo del que se-
guramente usted ha escuchado hablar: la prueba de un nuevo medicamento en su fase
final de desarrollo al aplicarlo en seres humanos. ;Cémo saber si el nuevo medicamento
es mejor que otro? Esta pregunta es importante para los pacientes, los médicos y tam-
bién para la industria farmacéutica. Para realizar esta investigacion es necesario disenar
y realizar un experimento. El disefio del experimento es muy importante en varios sen-
tidos. En él deben intervenir varias reglas que se deben cumplir para llegar a conclusio-
nes validas y confiables. Ademds, la manera en que se toman los datos determina el o los
modelos estadisticos que se utilizaran en su andlisis posterior.

Es necesario definir el alcance del experimento, es decir, la muestra. ;Se usaran suje-
tos sanos o sujetos que padecen lo que el medicamento pretende curar? Muchas veces
esta decision depende de las regulaciones sanitarias de determinado pais.’

Luego, hay que decidir como se realizard el experimento. En el caso de que se adminis-
tre el medicamento a todos los sujetos de la muestra hay que determinar qué se va a me-
dir para determinar si el nuevo medicamento es mejor que el anterior. Digamos que se
utilizaran sujetos enfermos y que se medira, por ejemplo, su temperatura corporal al-
gun tiempo antes y después de suministrarles el medicamento para asi calcular el cam-
bio de temperatura en cada individuo.

Otra cuestion importante es asegurarse de no tener una muestra sesgada o tendencio-
sa,lo que pasaria si se hubieran elegido pacientes particularmente fuertes y que responden
mejor a cualquier medicina que la media de los pacientes, o bien, una muestra de pa-
cientes enfermos de varios dias y que tienden a curarse més rapidamente que los que aca-
ban de contraer la enfermedad o al contrario. La mejor manera de resolver esto es elegir
una muestra aleatoria.

Por otra parte, cuanto mas grande sea la muestra, mas confiables seran los resultados,
pero esto también eleva el costo del experimento y ademds mds personas tomarian el ries-
go de padecer posibles efectos secundarios al tomar el medicamento. Por lo anterior, un
importante problema a resolver es el tamano de la muestra. Existen varios métodos pro-
babilisticos para determinar el tamafilo minimo de una muestra que permita obtener
inferencias validas y al mismo tiempo disminuir el costo de la investigacion.”

! Para saber un poco més al respecto le recomendamos consultar el siguiente articulo: G. Magos y M. Lorenzana-Jimé-
nez, “Las fases en el desarrollo de nuevos medicamentos”, Revista de la Facultad de Medicina, México, uNam, vol. 52,
nam. 6, noviembre-diciembre, 2009, consultado en <http://www.ejournal.unam.mx/rfm/no52-6/RFM052000605.pdf>.
> A manera de ejemplo puede consultar: Gallego C. Fuentelsaz, “Célculo del tamano de la muestra”, consultado en <http:
/Iwww.metodologiasytecnicas.ecaths.com/archivos/metodologiasytecnicas/calculo_muestra. pdf>. Creemos que los
elementos proporcionados en este capitulo serdn suficientes para entender, al menos de manera general, este articulo.



En un experimento de este tipo hay muchos otros detalles a considerar pero, para sim-
plificar, supongamos que ya se eligié una muestra no sesgada de N enfermos que han
aceptado responsablemente participar en el experimento (cuestion imprescindible para
el experimento) y que se llevard a cabo administrando el medicamento a estos enfermos
en periodos preestablecidos de tiempo, midiendo y registrando su temperatura un nime-
ro determinado de horas después.

Hay tres aspectos fundamentales del diseno de un experimento que se resuelven por
medio de la teoria y los métodos estadisticos:

1. Repeticion. La confiabilidad y la precision deseada del experimento determina el nt-
mero de repeticiones.

2. Aleatorizacion. La forma de seleccionar una muestra aleatoria estd definida por las
caracteristicas de los individuos. Se trata de obtener una comparacion justa entre los
medicamentos.

3. Control. Los conocimientos biologicos, junto con los del diseio experimental, nos
dicen qué factores tenemos que controlar y cémo hacerlo.

Nuestra meta es llegar a una conclusion a partir de los datos del experimento. Esto re-
quiere un andlisis de los resultados para luego hacer la inferencia deseada.

Grafica 23 | TEMPERATURAS CON EL MEDICAMENTO VIEJO Y CON EL NUEVO
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;Podemos saber cudl de los medicamentos es mejor a partir de la grafica? Cada punto
en la grafica representa la temperatura de un enfermo. A simple vista parece que el medi-
camento nuevo no logré disminuir la temperatura de los enfermos tanto como el viejo.
Sin embargo, mirando atentamente, observamos que varios resultados del nuevo medi-
camento se acumulan alrededor y abajo de 37.5°, que parece ser el promedio de las tem-
peraturas para el medicamento viejo, por lo que no es obvio cudl medicamento es mejor.
Para obtener una respuesta clara recurrimos a una metodologia especifica que se deno-
mina prueba de hipétesis.

Para hacerla, se plantea una hipétesis que llamaremos hipétesis nula y que denota-
remos como Ho. Esta prueba consiste en determinar una regla de decision para deses-
timar o no la hipdtesis. Observe que no se habla de aceptar el medicamento, sino de
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rechazarlo o no. Esta es una muestra del cuidado extremo que debe tenerse en este tipo
de trabajos.

Inferencia Ho en realidad es cierta Ho en realidad es falsa
Se rechaza la hipotesis Ho Error tipo | con probabilidad « Inferencia correcta
No se rechaza la hipotesis Ho Inferencia correcta Error tipo | con probabilidad B

Las probabilidades o y 3 indicadas en la tabla tienen cada una un significado preciso e
importante: 1 — o es el grado de confianza que da a la prueba; 1 — 3 es la potencia de la
prueba. Es decision de quien disefia el experimento elegir los valores de a y B que quie-
ra para tomar las decisiones correspondientes, pero el cilculo de si se rechaza o no la
hipétesis se sigue de manera directa a partir de los datos y los valores de ac y 3, y se rea-
liza por un procedimiento matematico bastante técnico pero muy preciso que descri-
biremos brevemente, aunque no esperamos que quede enteramente claro al lector. Lo
importante es que sepa que se puede hacer y que s6lo se necesita un poco mas de ma-
temdticas de las que se han presentado en este libro.

El procedimiento es el siguiente: si se conocieran las varianzas poblacionales, usaria-
mos una distribucion normal para determinar las probabilidades o y B. Pero como no
se conocen, hay que estimarlas. Para esto se usa otra distribucion bien conocida llama-
da t de Student,’ que no explicaremos aqui, solo diremos que es muy parecida a la dis-
tribucion normal y que precisamente sirve para estimar las probabilidades o y 3 para
un ndmero determinado de observaciones independientes.

Hay otras distribuciones que se pueden usar para las pruebas de hipdtesis o para
otros procedimientos estadisticos.

Lo que es invariable es el hecho de que en los resultados estadisticos siempre hay una
probabilidad de error y ésta debe enunciarse explicitamente, de otra manera se estaria
enganando al lector de los resultados. La estadistica proporciona resultados con cierto
grado de confianza pero nunca con absoluta certeza. Sin embargo, es una herramienta
muy poderosa y muy utilizada en la toma de decisiones en practicamente todos los dm-
bitos de la actividad humana.

? Student era el seudonimo con el cual William S. Gosset, estadistico inglés, publico sus trabajos. Guiness, la destileria
para la que trabajaba, prohibia a sus empleados publicar articulos debido al secreto industrial.
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ESPERADOS EN LOS DIFERENTES GRADOS DE EDUCACION

PRIMARIA

Segundo periodo curricular que termina en tercer grado

Los estdndares curriculares para el eje de SENTIDO NUMERICO y PENSAMIENTO ALGE-
BRAICO en el segundo periodo curricular son los siguientes. El alumno:

* Lee, escribe y compara niimeros naturales de hasta cuatro cifras.

* Resuelve problemas de reparto en los que el resultado es una fraccion de la forma
m/2"

* Resuelve problemas que impliquen sumar o restar nimeros naturales utilizando los
algoritmos convencionales.

* Resuelve problemas que impliquen multiplicar o dividir nimeros naturales utilizan-
do procedimientos informales.

El estandar curricular para el eje de FormA, EspAcIO Y MEDIDA en el segundo periodo
curricular es el siguiente. El alumno:

* Mide y compara longitudes utilizando unidades no convencionales y algunas conven-
cionales comunes (m, cm).

Tercer periodo curricular que termina en sexto grado

Los Estandares curriculares para el eje de SENTIDO NUMERICO y PENSAMIENTO ALGE-
BRAICO en el tercer periodo curricular son los siguientes. El alumno:

* Lee, escribe y compara niimeros naturales, fraccionarios y decimales.

® Resuelve problemas aditivos con ntimeros fraccionarios o decimales empleando los al-
goritmos convencionales.

* Resuelve problemas que impliquen multiplicar o dividir nimeros naturales emplean-
do los algoritmos convencionales.

* Resuelve problemas que impliquen multiplicar o dividir ntimeros fraccionarios o de-
cimales entre ntimeros naturales utilizando los algoritmos convencionales.
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Temas fundamentales

Los estandares curriculares para el eje de ForRMA, ESPACIO Y MEDIDA en el tercer perio-
do curricular son los siguientes. El alumno:

* Explica las caracteristicas de diferentes tipos de rectas, angulos, poligonos y cuerpos
geométricos.

* Utiliza sistemas de referencia convencionales para ubicar puntos o describir su ubica-
cién en planos, mapas y en el primer cuadrante del plano cartesiano.

* Establece relaciones entre las unidades del Sistema Internacional de Medidas, entre las
unidades del Sistema Inglés y entre las unidades de ambos sistemas.

e Usa férmulas para calcular perimetros y dreas de tridangulos y cuadrilateros.

* Utiliza y relaciona unidades de tiempo (milenios, siglos, décadas, anos, meses, sema-
nas, dias, horas y minutos) para establecer la duracion de diversos sucesos.

El estandar curricular para el eje de TRATAMIENTO DE LA INFORMACION en el tercer pe-

riodo curricular es el siguiente. El alumno:

* Lee informacion en pictogramas, graficas de barras y otros portadores. Interpreta la
informacién y los procesos de medicion.

PRIMER GRADO

Aprendizajes esperados

Numeros y sistemas de numeracion « Utiliza los nimeros ordinales al resolver problemas planteados de

forma oral.

« Resuelve problemas que implican identificar relaciones entre los
nimeros (uno mas, mitad, doble, 10 mas, etcétera).

« Utiliza la sucesion oral y escrita de nimeros, por lo menos hasta el 100
al resolver problemas.

Problemas aditivos

« Calcula el resultado de problemas aditivos planteados de forma oral
con resultados menores que 30.
* Modela y resuelve problemas aditivos con distinto significado y
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resultados menores que 100, utilizando los signos +, -, =.
« Resuelve mentalmente sumas de digitos y restas de 10 menos un
digito.

Medida

« Utiliza unidades arbitrarias de medida para comparar, ordenar, estimar
y medir longitudes.
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SEGUNDO GRADO
Temas fundamentales Aprendizajes esperados
Numeros y sistemas de numeracion * Determina la cardinalidad de colecciones numerosas representadas
graficamente.
* Produce o completa sucesiones de nimeros naturales, orales y escritas,
en forma ascendente o descendente.
. . . . )
» Describe, reproduce y crea sucesiones formadas con objetos o figuras. 3
p . 2 c
« Identifica, compara y produce, oralmente o por escrito, nimeros de z
o
tres cifras. o
[2]
Problemas aditivos * Resuelve problemas aditivos con diferentes significados, modificando el E
lugar de la incognita y con nimeros de hasta dos cifras. o
Figuras y cuerpos geométricos « Identifica las caracteristicas de figuras planas, simples y compuestas.
Medida « Resuelve problemas que implican el uso del calendario (meses,
semanas, dias).
TERCER GRADO
Temas fundamentales Aprendizajes esperados
Numeros y sistemas de numeracion * Produce, lee y escribe nimeros hasta de cuatro cifras.
« Resuelve problemas de reparto cuyo resultado sea una fraccion de la
forma m/2".
* Resuelve problemas que implican identificar la regularidad de
sucesiones con progresion aritmética.
Problemas aditivos « Utiliza el algoritmo convencional para resolver sumas o restas con
nUmeros naturales.
« Resuelve problemas que implican efectuar hasta tres operaciones de
adicion y sustraccion.
o (o 9 . . , . =4
Problemas multiplicativos « Resuelve problemas que implican el calculo mental o escrito de m
I 0
productos de digitos. -
* Resuelve problemas que implican multiplicar mediante diversos g
procedimientos. 3

* Resuelve problemas que implican dividir mediante diversos
procedimientos.

Medida

* Resuelve problemas que implican la lectura y el uso del reloj.
« Utiliza unidades de medida estandar para estimar y medir longitudes.

Analisis y representacion de datos

* Representa e interpreta tablas de doble entrada o pictogramas de
datos cuantitativos o cualitativos recolectados en el entorno.

* Lee informacion contenida en graficas de barras.

» Resuelve problemas en los cuales es necesario extraer informacion

explicita de diversos portadores.




180

CUARTO GRADO

Temas fundamentales

Aprendizajes esperados

Numeros y sistemas de numeracion

« |dentifica fracciones equivalentes, mayores o menores que la unidad.

« Identifica fracciones de magnitudes continuas o determina qué
fraccion de una magnitud es una parte dada.

« Compara y ordena nimeros naturales de cuatro cifras a partir de sus
nombres o de su escritura con cifras.

« Identifica expresiones aditivas, multiplicativas o mixtas que sean
equivalentes y las utiliza al efectuar calculos con nimeros naturales.

* Resuelve problemas que implican identificar la regularidad de
sucesiones compuestas.

« Identifica y genera fracciones equivalentes.

Problemas aditivos

« Resuelve problemas que implican sumar o restar nimeros decimales.
« Utiliza el calculo mental para obtener la diferencia de dos nimeros
naturales de dos cifras.

Problemas multiplicativos

« Identifica problemas que se pueden resolver con una multiplicacion y
utiliza el algoritmo convencional en los casos necesarios.

« Resuelve problemas que impliquen dividir nimeros de hasta tres cifras
entre nimeros de hasta dos cifras.

Figuras y cuerpos geométricos

« Identifica y representa la forma de las caras de un cuerpo geométrico.

Medida

« Identifica angulos mayores o menores que un angulo recto. Utiliza el
transportador para medir angulos.

« Resuelve problemas que impliquen calcular el perimetro y el area de un
rectangulo cualquiera, con base en la medida de sus lados.

Analisis y representacion de datos

« Lee informacion explicita o implicita contenida en distintos portadores
dirigidos a un publico en particular.

« Resuelve problemas en los cuales es necesario extraer informacion de
tablas o graficas de barras.

« Identifica y analiza la utilidad del dato mas frecuente de un conjunto de
datos (moda).

oavio onivnd
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QUINTO GRADO

Temas fundamentales Aprendizajes esperados

Numeros y sistemas de numeracion « Explica las similitudes y diferencias entre el sistema decimal de
numeracion y un sistema posicional o no posicional.
« Usa fracciones para expresar cocientes de divisiones entre dos
nUmeros naturales.
* Resuelve problemas que implican identificar la regularidad de
sucesiones con progresion aritmética o geométrica.

Problemas aditivos « Resuelve problemas que implican sumar o restar niumeros fraccionarios
con igual o distinto denominador.

Problemas multiplicativos « Identifica problemas que se pueden resolver con una division y utiliza
el algoritmo convencional en los casos en que sea necesario.
» Resuelve problemas que implican multiplicar nimeros decimales por

ndmeros naturales.

Figuras y cuerpos geométricos « Identifica rectas paralelas, perpendiculares y secantes, asi como
angulos agudos, rectos y obtusos.
« Resuelve problemas que implican el uso de las caracteristicas y
propiedades de triangulos y cuadrilateros.

Medida « Calcula el perimetro y el area de triangulos y cuadrilateros.
« Resuelve problemas que implican conversiones entre unidades de
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medida de longitud, capacidad, peso y tiempo.

Ubicacion espacial « Describe rutas y ubica lugares utilizando sistemas de referencia

convencionales que aparecen en planos o mapas.

Proporcionalidad y funciones » Analiza procedimientos para resolver problemas de proporcionalidad
del tipo valor faltante.

« Identifica y aplica el factor constante de proporcionalidad (con
nlimeros naturales) en casos sencillos.

« Analiza procedimientos para resolver problemas de proporcionalidad
del tipo valor faltante (suma término a término, calculo de un valor
intermedio, aplicacién del factor constante).

« Relaciona el tanto por ciento con la expresion “n de cada 100"
Relaciona porcentajes con las fracciones respectivas.

Analisis y representacion de datos « Analiza las convenciones para la construccion de graficas de barras.
« Calcula la media (promedio) y analiza su pertinencia respecto a la
moda como dato representativo en situaciones diversas.
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SEXTO GRADO

Temas fundamentales

Aprendizajes esperados

Numeros y sistemas de numeracion

« Resuelve problemas que impliquen leer, escribir y comparar nimeros
naturales, fraccionarios y decimales explicitando los criterios de
comparacion.

« Resuelve problemas que implican identificar la regularidad de

sucesiones con progresion aritmética, geométrica o especial.

Problemas aditivos

¢ Resuelve problemas aditivos con nimeros naturales, decimales y

fraccionarios que implican dos o mas transformaciones.

Problemas multiplicativos

« Resuelve problemas que implican multiplicar o dividir nimeros

fraccionarios o decimales con nimeros naturales.

Figuras y cuerpos geométricos

« Explica las caracteristicas de diversos cuerpos geométricos (nimero de
caras, aristas, etc.) y usa el lenguaje formal.

Medida

« Resuelve problemas que implican conversiones del Sistema

Internacional (s1) y el Sistema Inglés de Medidas.

Ubicacién espacial

e Describe rutas y calcula la distancia real de un punto a otro en mapas.
« Utiliza el sistema de coordenadas cartesianas para ubicar puntos o

trazar figuras en el primer cuadrante.

Proporcionalidad y funciones

« Calcula el tanto por ciento de cantidades mediante diversos
procedimientos.

 Resuelve mediante diferentes procedimientos, problemas que
impliquen la noci6n de porcentaje: aplicacion de porcentajes,
determinacion del porcentaje que representa una cantidad en casos
sencillos, aplicacion de porcentajes mayores que 100%.

» Compara razones en casos simples.

» Compara razones del tipo “por cada n, m” mediante diversos
procedimientos y, en casos sencillos, la expresion del valor de la razon
mediante un nimero de veces, una fraccion o un porcentaje.

« Resuelve problemas de comparacion de razones con base en la

equivalencia.

Andlisis y representacion de datos

« Lee datos contenidos en tablas y graficas circulares para responder
diversos cuestionamientos.

« Lee datos, explicitos o implicitos, contenidos en diversos portadores
para responder preguntas.

« Usa la media (promedio), la mediana y la moda en la resolucién de
problemas.
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